
Ãëàâà 2

Ðåãðåññèîííûå ìîäåëè

2.1 Ïðèìåíåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ

â ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â Ðîññèè âñå áîëüøåå ïðèçíàíèå íàõîäèò ïîäõîä ê àíàëèçó ýêîíî-
ìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, îïèðàþùèéñÿ íà àíàëèòè÷åñêèå ñèñòåìû òåîðåòè÷åñêîé ýêîíîìèêè
è èñïîëüçóþùèé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò êàê äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé,
òàê è äëÿ àíàëèçà äàííûõ.

Ïðèêëàäíûå ýêîíîìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àþò â ñåáÿ îáðàáîòêó
ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ � ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, áþäæåòîâ äîìîõî-
çÿéñòâ, õàðàêòåðèñòèê ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ïðåäïðèÿòèé è ò. ä. Ñòàòèñòèêà è
ýêîíîìåòðèêà, ïîíèìàåìûå êàê íàó÷íûå ìåòîäû îáðàáîòêè äàííûõ, ìîãóò ïðè ýòîì
ñëóæèòü ðàçëè÷íûì öåëÿì1:

1. Èññëåäîâàíèå äàííûõ, ðàçâåäî÷íûé àíàëèç è äèàãíîñòèêà . Ïðè äàííîì ïîäõîäå ê
àíàëèçó äàííûõ èññëåäîâàòåëü ïîçâîëÿåò äàííûì íàïðàâëÿòü èññëåäîâàíèå (data-
driven research). Îòòàëêèâàÿñü îò äàííûõ (è ïîëüçóÿñü àïïàðàòîì ìàò. ñòàòèñòèêè
è ýêîíîìåòðèêè) ïðè ñàìûõ ìèíèìàëüíûõ ìîäåëüíûõ äîïóùåíèÿõ, èññëåäîâàòåëü
äåëàåò âûâîä î íàëè÷èè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé (êîððåëÿöèé) ìåæäó ðÿäàìè
ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, î íàëè÷èè åäèíè÷íûõ êîðíåé â ôèíàíñîâûõ âðåìåí-

1 Î÷åíü õîðîøåå ââåäåíèå â ïðîáëåìàòèêó ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà çàâèñèìîñòåé â ýêîíîìåòðèêå
ìîæíî íàéòè â Àéâàçÿí, Ìõèòàðÿí (1998, ãë. 10.)
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íûõ ðÿäàõ, î ãðóïïèðîâàíèè äàííûõ â êëàñòåðû è ò. ä. � î íàëè÷èè â äàííûõ
âíóòðåííåé ñòðóêòóðû.

2. Äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ýòîìó ïðèìûêàþò ìåòîäû îáðàáîòêè äàííûõ, âîçíèêøèå â
1990-õ ãã. è îáúåäèíÿåìûå íàçâàíèåì data mining (÷òî ìîæíî ïåðåâåñòè íà ðóññêèé
êàê �îáîãàùåíèå äàííûõ�, ïî àíàëîãèè ñ ïðîöåññàìè îáîãàùåíèÿ ðóäû â ãîðíîì
äåëå). Ýòà îáëàñòü íàõîäèòñÿ íà ñòûêå èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ñòàòèñòèêè
è, êàê ïðàâèëî, èìååò äåëî ñ îáúåìàìè äàííûõ, èñ÷èñëÿåìûìè ìåãà- è ãèãàáàé-
òàìè. Ðàçðàáàòûâàåìûå â åå ðàìêàõ àëãîðèòìû íàïðàâëåíû íà ïîèñê â äàííûõ
ïîâòîðÿþùèõñÿ ôðàãìåíòîâ è øàáëîíîâ (patterns). Â ýêîíîìåòðè÷åñêîé ïðàêòèêå
ýòè ìåòîäû ïîêà ÷òî åùå íå âñòðå÷àþòñÿ. Data mining íå ñòàâèò çàäà÷è îöåíêè
ñòàòèñòè÷åñêîé äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî â îïðåäåëåííîé ìåðå
ñíèæàåò èõ öåííîñòü äëÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé.

3. Âåðèôèêàöèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé . Çäåñü âî ãëàâó óãëà ñòàâèòñÿ òåîðåòè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü, êîòîðóþ ýêîíîìèñò õî÷åò ïðîâåðèòü íà ïðàêòèêå. Îíà äîëæíà áûòü
ïðåäñòàâèìà â âèäå, äîïóñêàþùåì ýêîíîìåòðè÷åñêóþ ïðîâåðêó � íàïðèìåð, ñôîð-
ìóëèðîâàíû ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëüíîé ñòàòèêè, âðåìåííîé ðÿä ðàçëîæåí â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïðåäïîëàãàåìîé ëàãîâîé ñòðóêòóðîé, ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èëè
ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ïîòðåáèòåëÿ ïðåäñòàâëåíû â óäîáíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå,
è ò. ï. Èíîãäà â êà÷åñòâå ïîäòâåðæäåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè èññëåäîâàòåëè
äîâîëüñòâóþòñÿ êîððåëÿöèÿìè (÷àñòíûìè êîððåëÿöèÿìè, ñâîáîäíûìè îò (ëèíåé-
íîãî) âêëàäà ïðî÷èõ ïåðåìåííûõ, â ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ), ò. å. çíàêàìè êîýôôè-
öèåíòîâ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè.
Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ ðåòðîñïåêòèâ-
íûìè (ò. å. óæå íàáëþäåííûìè) äàííûìè, à íå ïëàíèðîâàòü è ïðîâîäèòü ýêñïåðè-
ìåíò, êàê ýòî âîçìîæíî â åñòåñòâåííîíàó÷íûõ îòðàñëÿõ; ïðè ýòîì äàííûå, êîòîðû-
ìè ðàñïîëàãàåò èññëåäîâàòåëü, ìîãóò íå âïîëíå òî÷íî ñîîòâåòñòâîâàòü ïåðåìåííûì
òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè, à íåêîòîðûå ïåðåìåííûå ìîãóò è âîâñå áûòü íåíàáëþäà-
åìû, è èññëåäîâàòåëþ ïðèõîäèòñÿ èçîáðåòàòü òå èëè èíûå ïðèáëèæåíèÿ (proxy)
ê íóæíûì ïàðàìåòðàì (íàïðèìåð, êâàëèôèêàöèÿ ðàáîòíèêà ñàìà ïî ñåáå ìîæåò
íå áûòü íàáëþäàåìà, îäíàêî â êà÷åñòâå àïðîêñèìàöèè êâàëèôèêàöèè ìîãóò âû-
ñòóïàòü óðîâåíü îáðàçîâàíèÿ � ñðåäíåå, âûñøåå, òåõíèêóì, è ò.ï. � èëè îáùàÿ
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ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáó÷åíèÿ). Ìîäåëü òåîðåòè÷åñêàÿ, òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷-
íî æåñòêî îáóñëàâëèâàåò ìîäåëü ýêîíîìåòðè÷åñêóþ, ïðåäïèñûâàÿ îïðåäåëåííûå
ñïåöèôèêàöèè, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ òðåáóåìûå ïåðåìåííûå.
Ïîñëå òîãî, êàê âñå íåîáõîäèìûå ïðåäâàðèòåëüíûå äåéñòâèÿ ïðîâåäåíû � ïîñòðî-
åíà òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ñôîðìóëèðîâàíà ýêîíîìåòðè÷åñêàÿ ñïåöèôèêàöèÿ, âû-
ðàáîòàíû ïðîâåðÿåìûå ãèïîòåçû èññëåäîâàíèÿ, ñîáðàíû è ïîäãîòîâëåíû äàííûå �
èññëåäîâàòåëü ñ ïîìîùüþ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ è ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðèíèìà-
åò èëè îòâåðãàåò ãèïîòåçû î íàëè÷èè è âèäå çàâèñèìîñòè ìåæäó ýêîíîìè÷åñêèìè
ïåðåìåííûìè, î çíà÷åíèÿõ îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, è ò.ï.

4. Ïîñòðîåíèå è èäåíòèôèêàöèÿ ìîäåëåé . ×àñòî âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà ïåðåä
èññëåäîâàòåëåì ñòîèò çàäà÷à âûáîðà êàêîé-òî îäíîé ìîäåëè èç ðÿäà èìåþùèõñÿ.
Íàïðèìåð, íà îñíîâíóþ èññëåäóåìóþ ïåðåìåííóþ ìîæåò âëèÿòü ìíîãî ôàêòîðîâ,
è èññëåäîâàòåëü õî÷åò âûäåëèòü íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå. Òàê, öåíà íà æèëüå îïðå-
äåëÿåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü åãî ðàçìåðîì � êîëè÷åñòâîì êîìíàò, îáùåé ïëîùàäüþ,
îäíàêî åñòü äîïîëíèòåëüíûå ôàêòîðû: íàëè÷èå òåëåôîíà, ëèôòà, ñîâìåùåííûé
èëè ðàçäåëüíûé ñàíóçåë, ýòàæ äîìà, òèï äîìà, íåäàâíèé ðåìîíò, ïðåñòèæíûé
ðàéîí è ò.ï. Äðóãèì ïðèìåðîì âûáîðà ìîäåëè èç íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ ìîæåò
ñëóæèòü âûáîð àâòîêîððåëÿöèîííîé ñòðóêòóðû âðåìåííîãî ðÿäà (ARMA ìîäåëü).
Â òàêèõ çàäà÷àõ èññëåäîâàòåëü îöåíèâàåò (èäåíòèôèöèðóåò) êàæäóþ èç ìîäåëåé
è ïî îïðåäåëåííûì êðèòåðèÿì ñðàâíèâàåò ïîëó÷åííûå ìîäåëè.
Äëÿ äîòîøíîãî ÷èòàòåëÿ ñäåëàåì ñëåäóþùèå ðåìàðêè. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî
òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ â âûáèðàåìûõ òàêèì îáðàçîì ìî-
äåëÿõ îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ îöåíîê, õàðàêòåðíûõ äëÿ çàðàíåå ôèêñèðîâàííûõ
ìîäåëåé, è òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â äàííîé îáëàñòè ïîêà ÷òî íåò.
Ñ âûáîðîì �ëó÷øèõ� âàðèàíòîâ ñâÿçàíî ÿâëåíèå publication bias (ñìåùåííîñòü
ïóáëèêóåìûõ ðåçóëüòàòîâ), êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ïóáëèêàöèè â íà-
ó÷íîì æóðíàëå ñêîðåå áóäåò âûáðàíà ðàáîòà, â êîòîðîé ïîêàçàíû ñòàòèñòè÷åñêè
çíà÷èìûå ðåçóëüòàòû, ÷åì ðàáîòà, â êîòîðîé ýêñïåðèìåíò íå ïðèâåë ê çíà÷èìûì
ðåçóëüòàòàì. Ýòè è ïîäîáíûå ýôôåêòû èññëåäóåòñÿ â ðàìêàõ ìåòà-àíàëèçà �
äèñöèïëèíû, èññëåäóþùåé ñâÿçü ðàçëè÷íûõ ïóáëèêàöèé è âîçìîæíîñòè èçâëå÷å-
íèÿ èíôîðìàöèè çà ñ÷åò îáúåäèíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â
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ðàçíûõ èññëåäîâàíèÿõ íà îäíó è òó æå òåìó.

5. Ïîñòðîåíèå ïðîãíîçîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ õîðîøèõ ïðîãíîçîâ íóæíî èìåòü (âû÷èñ-
ëèòåëüíî) õîðîøóþ ìîäåëü ïðîãíîçèðóåìûõ ïðîöåññîâ, è äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé
çàäà÷è åñòåñòâåííî ïðèâëåêàòü ëó÷øåå èç âûøåóïîìÿíóòûõ ïîäõîäîâ. Äàëåêî íå
âñÿêàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü õîðîøî îïèñûâàåò ðåàëüíûå äàííûå; áîëåå òîãî, äëÿ
äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ïðîöåññîâ ðåàëüíîãî ìèðà òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìîæåò âî-
îáùå íå ñóùåñòâîâàòü. Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçîâ (è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ
âûáîðà ïðîãíîçèðóþùèõ ìîäåëåé) èñïîëüçóþòñÿ ìåðû è êðèòåðèè, ñâÿçàííûå ñ
êà÷åñòâîì ïîäãîíêè ïîä äàííûå (goodness of fit), çà÷àñòóþ áåç ÿâíîãî âûäâèæå-
íèÿ ñòàòèñè÷åñêèõ ãèïîòåç èëè àíàëèçà âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ôàêòîðàìè (ïåðå-
ìåííûìè), ïîäðàçóìåâàåìûõ âûáðàííîé ïðîãíîñòè÷åñêîé ìîäåëüþ, è äàæå áåç
ôîðìèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè (ò.å. íåïàðàìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ñðå-
äè êîòîðûõ ìîæíî óïîìÿíóòü ÿäåðíûå îöåíêè ïëîòíîñòåé è ëèíèé ðåãðåññèè èëè
ìîäåëè íåéðîííûõ ñåòåé).
Ýòà çàäà÷à â îïðåäåëåííîé ìåðå ïåðåêëèêàåòñÿ ñ ïðåäûäóùåé � â ÷àñòíîñòè, åñëè
â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ îòáîðà ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ êðèòåðèè goodness of fit èëè
ïåðåêðåñòíîé ïðîâåðêè (cross-validation).

Êàæäûé èç ýòèõ ïîäõîäîâ èìååò ñâîè êðèòåðèè �êà÷åñòâà� êîíñòðóèðóåìûõ èìè
ìîäåëåé. Ïðè ðàçâåäî÷íîì àíàëèçå êðèòåðèè îáû÷íî äîñòàòî÷íî ñóáúåêòèâíû: îáíàðó-
æåíû óáåäèòåëüíûå ñâÿçè â äàííûõ èëè íåò. Data mining â îñíîâíîì îïåðèðóåò ïîíÿòè-
ÿìè òèïà ÷àñòîò ïðàâèëüíîé êëàññèôèêàöèè øàáëîíîâ. Âûáîð è èäåíòèôèêàöèÿ ìîäå-
ëåé îáû÷íî áàçèðóþòñÿ íà èíôîðìàöèîííûõ êðèòåðèÿõ èëè ìåðàõ êà÷åñòâà ïîäãîíêè,
îñíîâàííûõ íà îñòàòî÷íûõ ñóììàõ êâàäðàòîâ. Ïðîãíîçíûå ìîäåëè äîëæíû îáåñïå÷è-
âàòü õîðîøåå êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè âíå âûáîðêè (out of sample
prediction).

Ìàòåìàòè÷åñêè íàèáîëåå îáîñíîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîöåäóðû, îïè-
ðàþùèõñÿ íà ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ò.å. îáëàñòü àíàëèçà äàííûõ, íà-
çâàííàÿ âûøå �âåðèôèêàöèåé òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé�. Êîíå÷íûì ðåçóëüòàòîì òàêèõ
ïðîöåäóð îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ ìåðà äîñòîâåðíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ � óðîâåíü çíà-
÷èìîñòè, èëè äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü . Â êëàññè÷åñêèõ êóðñàõ ñòàòèñòèêè îáû÷íî
ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà ñòðîãî ñôîðìóëèðîâàííûõ íóëåâûõ ãèïîòåç ïðè óðîâíå çíà÷èìî-
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ñòè 10%, 5% èëè 1%. Áîëåå èíòåðåñíàÿ è áîëåå óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðèâîäèò-
ñÿ â êëàññè÷åñêîé êíèãå ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå Êåíäàëëà è Ñòþàðòà ((Êåíäàëë,
Ñòüþàðò 1973)): "Ëþáîé êðèòåðèé ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè âïëîòü äî [óêàçàííàÿ öèôðà]
îòâåðãíåò äàííóþ íóëåâóþ ãèïîòåçó".

Ñîâðåìåííàÿ òðàêòîâêà ïîíÿòèÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè â ýêîíîìåòðè÷åñêîé ëè-
òåðàòóðå � ýòî (óñëîâíàÿ) âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü òàêèå (èëè åùå õóæå, â êîíòåêñòå
íóëåâîé ãèïîòåçû) íàáëþäåíèÿ â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå, åñëè âåðíà íóëåâàÿ ãèïîòå-
çà. Äëÿ íóëåâîé ãèïîòåçû ýòà âåðîÿòíîñòü äîëæíà áûòü âû÷èñëèìà àíàëèòè÷åñêè, è
èìåííî ïîýòîìó â êà÷åñòâå íóëåâîé ãèïîòåçû H0 â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
âûñòóïàåò ïðîñòàÿ ãèïîòåçà.

Îäíèì èç óäîáíûõ è â òî æå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ, à ïîòîìó èíòåíñèâíî èñïîëü-
çóåìûõ â ïðèêëàäíûõ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó (êîëè÷åñòâåííûìè) ýêîíîìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ.

2.2 Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü

ëèíåéíîé ðåãðåññèè

2.2.1 Îáîçíà÷åíèÿ è ôîðìóëèðîâêè

Ïî îïðåäåëåíèþ, ðåãðåññèÿ � ýòî çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
îò íåêîòîðîé äðóãîé âåëè÷èíû èëè íåñêîëüêèõ âåëè÷èí, èëè óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå Ìàò. ýíöèêëîïåäèÿ (1984):

E[y|x] = f(x). (2.1)
Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü ðåãðåññèè îïèñûâàåò âåðîÿòíîñòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó îáú-

ÿñíÿþùèìè ïåðåìåííûìè (ðåãðåññîðàìè, íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè) è çàâèñèìîé
(ðåçóëüòèðóþùåé) ïåðåìåííîé . Åñòåñòâåííûì ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ôóíêöèè ðå-
ãðåññèè ÿâëÿåòñÿ åå ëèíåàðèçàöèÿ, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü íîñèò íàçâàíèå ìîäåëü
ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùåå ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðå-
àëèçîâàâøèìñÿ çíà÷åíèåì çàâèñèìîé ïåðåìåííîé è ðåãðåññîðàìè:

yi = xTi β + εi, i = 1, . . . , n (2.2)
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ãäå yi � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, xi � âåêòîð îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ, xi ∈ IRp, β �
âåêòîð ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, εi � îøèáêà, i � íîìåð íàáëþäå-
íèÿ è n � îáùåå êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé. Åñëè îáúåäèíèòü â ñòîëáöû äàííûå ïî âñåì
íàáëþäåíèÿì, òî ìîäåëü (2.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîì âèäå ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

y = XTβ + ε, (2.3)

ãäå y = (y1, . . . , yN)T , ε = (ε1, . . . , εN)T , è ìàòðèöà ïëàíà X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàò-
ðèöó, â êîòîðîé ïî ñòðîêàì çàïèñàíû íàáëþäåíèÿ xi, i = 1, . . . , n, à ïî ñòîëáöàì �
îáúÿñíÿþùèå ïåðåìåííûå Xj, j = 1, . . . , p:

X =


x11 x12 . . . x1p

x21 x22 . . . x2p... ... . . . ...
xn1 xn2 . . . xnp

 =


íàáëþäåíèå1

íàáëþäåíèå2...
íàáëþäåíèån


= (X1, X2, . . . , Xp) (2.4)

×àùå âñåãî ïîëàãàåòñÿ, ÷òî xi1 = 1, òîãäà êîýôôèöèåíò β1 � ýòî êîíñòàíòà, èëè ñâî-
áîäíûé ÷ëåí ðåãðåññèîííîé ìîäåëè.

Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè, ïîìèìî ôóíêöèîíàëüíîãî ñîîòíîøå-
íèÿ (2.2) (èëè (2.3)), íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå (è âåñüìà æåñòêèå) ïðåäïîëîæå-
íèÿ î ñòîõàñòè÷åñêîé ñòðóêòóðå ìîäåëè:

Eεi = 0 (2.5)
Eε2

i = σ2 (2.6)
Eεiεj = 0 ∀i 6= j (2.7)
rk X = p < n (2.8)
Xj äåòåðìèíèðîâàíû. (2.9)

×àñòî áûâàåò ïîëåçíûì ïðåäïîëîæåíèå î ÿâíîé ôîðìå îøèáîê:

εi ∼ N(0, σ2) (2.10)
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2.2.2 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ïðè ïîäîáíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îñíîâíûì (è, êàê áóäåò óïîìÿíóòî íèæå, íàèáîëåå êà-
÷åñòâåííûì, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå) ñïîñîáîì îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè β ÿâëÿåòñÿ
ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

β̂ÌÍÊ = arg min
β

N∑
i=1

(
yi − xTi β

)2 (2.11)

Ðåøåíèåì äàííîé ìèíèìèçàöèîííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îöåíêà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
(àíãë. OLS, ordinary least squares), çàïèñûâàåìàÿ â ìàòðè÷íîì âèäå êàê

β̂ÌÍÊ = (XTX)−1XTy (2.12)
Ïî ðåçóëüòàòàì îöåíèâàíèÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîãíîçíûå çíà-

÷åíèÿ (fitted values) ŷi = xTi β̂ è îñòàòêè (residuals) ei = yi − ŷi, i = 1, . . . , n.
Stata Êîìàíäà ïàêåòà Stata, ïðîèçâîäÿùàÿ îöåíêó ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, íîñèò

åñòåñòâåííîå íàçâàíèå regress. Ïîñëå êîìàíäû regress ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî
áîëüøîå êîëè÷åñòâî äèàãíîñòè÷åñêèõ ñòàòèñòèê (ñì. íèæå), à òàêæå ñîçäàòü ïåðå-
ìåííûå, ñîäåðæàùèå ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ, îñòàòêè è ò. ï., îòäàâ êîìàíäó predict
�íîâàÿ ïåðåìåííàÿ�, îïöèÿ , ãäå îïöèÿ � ýòî âèä ñòàòèñòèêè, êîòîðóþ íàäî ïîñòðî-
èòü: predict . . . , residuals äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñòàòêîâ, predict, . . . xb � äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé ŷ è ò. ä. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå âîçìîæíîñòåé êîìàí-
äû regress è ñâÿçàííûõ ñ íåé êîìàíä ìîæíî ïîëó÷èòü âî âñòðîåííîì ìèíè-óðîêå
tutorial regress .

Òåîðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñëóæèò òåîðåìà Ãàóñ-
ñà-Ìàðêîâà:
Òåîðåìà 2.1 (Ãàóññ, Ìàðêîâ) ÌÍÊ-îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè ëèíåéíûìè
îöåíêàìè ñ ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.2)�(2.9), èìåþùè-
ìè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè (2.10).

Èíûìè ñëîâàìè, â êëàññå íåñìåùåííûõ ëèíåéíûõ îöåíîê ÌÍÊ-îöåíêè èìåþò íàè-
ìåíüøóþ êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó 2, êîòîðàÿ ðàâíà

Var β̂ÌÍÊ = σ2(XTX)−1 (2.13)
2 Íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ââîäèòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: A > B, åñëè ìàòðèöà (A−B) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
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Åñòåñòâåííàÿ îöåíêà ýòîé ìàòðèöû ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàâëåíèåì åñòåñòâåííîé îöåíêè
σ2:

s2 =
1

n− p

n∑
i=1

e2
i , (2.14)

V̂ar β̂ÌÍÊ = s2(XTX)−1 (2.15)
Íåñìåùåííîñòü è ýôôåêòèâíîñòü (ìèíèìàëüíàÿ, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, òî÷íåå, â

îïðåäåëåííîì êëàññå îöåíîê, äèñïåðñèÿ) � âïîëíå ïðèÿòíûå ñâîéñòâà, è èìåííî ïîýòî-
ìó ÌÍÊ çàñëóæèë áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü â ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêå. Çàìåòèì òàêæå,
÷òî ÌÍÊ-îöåíêè ÿâëÿþòñÿ îöåíêàìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, åñëè ñäåëàòü äî-
ïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîñòè îøèáîê (2.10).

Ïðî÷èå ñâîéñòâà îöåíîê ÌÍÊ, ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé è îñòàòêîâ ìîæíî íàéòè â ëþ-
áîé ââîäíîé êíèãå ïî ýêîíîìåòðèêå.

2.2.3 Ïðîâåðêà ãèïîòåç

Ïî÷òè âñåãäà â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ ñëåäóþùèì øàãîì ïîñëå îöåíèâàíèÿ ðåãðåñ-
ñèè ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà òåõ èëè èíûõ ãèïîòåç. Íàèáîëåå ÿâíî ýòà çàäà÷à ñòàâèòñÿ ïðè
âåðèôèêàöèè òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé, õîòÿ è â äðóãèõ çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà
äàííûõ ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè îïðåäåëåííûõ ãèïîòåç ìîãóò ñëóæèòü äîïîëíèòåëüíûì
äîâîäîì â ïîëüçó ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè.

Íàèáîëåå ÷àñòî ïðîâåðÿþòñÿ ëèíåéíûå ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ, ò.å.
ãèïîòåçû âèäà

H0 : Cβ = r vs. Ha : Cβ 6= r, (2.16)
ãäå C � ìàòðèöà q×p ïîëíîãî ðàíãà ïî ñòðîêàì (rkC = q < p), à r � âåêòîð q×1. Èíûìè
ñëîâàìè, ãèïîòåçà H0 íàêëàäûâàåò íà êîýôôèöèåíòû q îãðàíè÷åíèé. Ïðèìåðîì òàêîé
ãèïîòåçû ìîæåò ñëóæèòü H0 : β2 = . . . = βp = 0, èëè ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ðåãðåññèîííàÿ
ìîäåëü â öåëîì çíà÷èìà (ò.å. îïèñûâàåò äàííûå ëó÷øå, ÷åì ôðàçà �Â ñðåäíåì, y = ȳ�).
Äëÿ òàêîé ãèïîòåçû C = Ip−1, r = 0, q = p− 1.

Ñòàòèñòèêîé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç òàêîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ F -ñòàòèñòèêà:

F =
(SSER − SSEU)/q

SSEU/(n− p)
=

(Cβ − r)T (C(XTX)−1CT )−1(Cβ − r)/q
SSEU/(n− p)

, (2.17)
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ãäå SSER =sum of squared errors of the restricted model � ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ
ìîäåëè ñ îãðàíè÷åíèÿìè (ò.å. ìîäåëè, îöåíåííîé ïðè H0), SSEU =sum of squared errors
of the unrestricted model � ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ â ìîäåëè áåç îãðàíè÷åíèé. Ïðè
íóëåâîé ãèïîòåçå F -ñòàòèñòèêà èìååò (öåíòðàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà F (q, n− p).

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î çíà÷åíèè îäíîãî èç êîýôôèöèåíòîâ H0 :

βk = β
(0)
k vs. Ha : βk 6= β

(0)
k èñïîëüçóåòñÿ t-ñòàòèñòèêà3

tβk =
β̂k − β(0)

k

V̂ar(β̂k)1/2
∼ t(n− p)|H0 , (2.18)

èìåþùàÿ ïðè H0 ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n− p ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ãäå îöåíêà äèñ-
ïåðñèè V̂ar(β̂k) � ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû (2.15).

Â êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ê ïðîâåðêå ãèïîòåç, ãèïîòåçà H0 äîëæíà áûòü îòâåðãíóòà,
åñëè F - èëè t-ñòàòèñòèêà ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùèé êâàíòèëü çàðàíåå çàôèêñèðî-
âàííîãî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ. Áîëåå ñîâðåìåííûé âàðèàíò ñ èñïîëüçîâàíèåì äîâåðè-
òåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðåäëàãàåò ñ÷èòàòü ñòàòèñòè÷åñêîé ìåðîé äîñòîâåðíîñòè ïîëó-
÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü íàáëþäàòü òàêîé æå èëè õóäøèé èñõîä ïðè
óñëîâèè H0. Íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå íóëåâîé âûñòóïàåò ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè îò
îïðåäåëåííîãî ôàêòîðà (íàèáîëåå ÷àñòî ïðîâåðÿåìàÿ ãèïîòåçà, êîòîðàÿ îáû÷íî âñòðà-
èâàåòñÿ â ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ðåãðåññèè ñòàòèñòè÷åñêèìè ïàêåòàìè):

H0 : βk = 0 vs. Ha : βk 6= 0, (2.19)

òî (ýìïèðè÷åñêèì) óðîâíåì çíà÷èìîñòè (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå � observed signif-
icance, èëè p-value) áóäåò óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

P
[
|β̂k| > |β̂k íàáëþäåííîå|

∣∣∣H0

]
. (2.20)

Áîëüøèå çíà÷åíèÿ (ñêàæåì, áîëüøå 10%) ñ÷èòàþòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì òîãî, ÷òî íå òàê óæ
ìàëîâåðîÿòíî áûëî áû íàáëþäàòü ïîäîáíûé èñõîä, åñëè áû äàííûå äåéñòâèòåëüíî áûëè
ïîðîæäåíû ðàñïðåäåëåíèåì, çàäàííûì íóëåâîé ãèïîòåçîé, è ïîýòîìó H0 íå äîëæíà
áûòü îòâåðãíóòà. Íàïðîòèâ, çíà÷åíèÿ íèæå 1% ãîâîðÿò î òîì, ÷òî äàííûå, ñêîðåå âñåãî,
íåñîâìåñòèìû ñ íóëåâîé ãèïîòåçîé.

3 t-ñòàòèñòèêà àíàëîãè÷íà F -ñòàòèñòèêå â òîì ñìûñëå, ÷òî t2(n− p) = F (1, n− p)
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Stata Ïðîâåðêà ëèíåéíûõ ãèïîòåç â ïàêåòå Stata âûïîëíÿåòñÿ êîìàíäîé test, îòäàâàåìîé
ïîñëå îöåíèâàíèÿ ìîäåëè (êîìàíäîé regress èëè ëþáîé äðóãîé êîìàíäîé îöåíèâà-
íèÿ; ñì. ðàçäåë 3.9).

2.3 Íàðóøåíèÿ ïðåäïîëîæåíèé

êëàññè÷åñêîé ìîäåëè

Ïðèâåäåííàÿ âûøå êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü äîñòàòî÷íî ïðîñòà è äîïóñêàåò äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòîå ðåøåíèå (îöåíêó ïàðàìåòðîâ ìîäåëè) ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îäíàêî, â
òî æå âðåìÿ, îíà äîñòàòî÷íî õðóïêà ïî îòíîøåíèþ ê íàðóøåíèÿì áàçîâûõ ïðåäïîëîæå-
íèé, êîòîðûå ñâîäÿò íà íåò ïîëåçíûå ñâîéñòâà ÌÍÊ-îöåíîê, óñòàíàâëèâàåìûå òåîðåìîé
Ãàóññà-Ìàðêîâà.

Ðàññìîòðèì, ê ÷åìó ïðèâîäÿò íàðóøåíèÿ îòäåëüíûõ óñëîâèé òåîðåìû 2.1.

2.3.1 Íåöåíòðàëüíîñòü

Óñëîâèå (2.5), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì, åñëè â ÷èñëî
ðåãðåññîðîâ âõîäèò (ìîæåò âõîäèòü) êîíñòàíòà (ñòîëáåö åäèíèö â ìàòðè÷íîé çàïèñè).
Â ýòîì ñëó÷àå ñìåùåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îøèáêè ìîæåò áûòü ïîãëîùåíî
ñâîáîäíûì ÷ëåíîì ðåãðåññèîííîé ìîäåëè.

2.3.2 Ñòîõàñòè÷íîñòü ðåãðåññîðîâ

Óñëîâèå äåòåðìèíèðîâàííîñòè ðåãðåññîðîâ (2.9) ñóùåñòâåííî óïðîùàåò àíàëèç è âåðíî,
âîîáùå ãîâîðÿ, òîëüêî â ñëó÷àå çàïëàíèðîâàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ èññëåäî-
âàòåëü ïîëíîñòüþ êîíòðîëèðóåò âõîäíûå ïàðàìåòðû (íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå). Â òîì
ñëó÷àå, åñëè ðåãðåññîðû ñòîõàñòè÷åñêèå, ò.å. ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, óñëî-
âèÿ íà ìîìåíòû (2.5)�(2.7) çàìåíÿþòñÿ óñëîâíûìè ìàòîæèäàíèÿìè ïðè óñëîâèè x. Ïðè
ýòîì ñàìà çàäà÷à äîëæíà áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ ñëó÷àéíîé âûáîðêè, è
íåîáõîäèìîñòü â óñëîâèè (2.7) îòïàäàåò ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäíåé 4. Íåîáõîäèìî òàê-

4 Åñòåñòâåííî, ïðîèñõîæäåíèå äàííûõ äîëæíî äîïóñêàòü ïîäîáíóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó. Êëàññîì
çàäà÷, â êîòîðûõ òàêàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà íåâîçìîæíà (èëè, âî âñÿêîì ñëó÷àå, òðåáóåò äîâîëüíî çà-
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æå ïåðåôîðìóëèðîâàòü ðàíãîâîå óñëîâèå (2.8) â òåðìèíàõ íåâûðîæäåííîãî ïðåäåëà ïî
âåðîÿòíîñòè äëÿ ìàòðèöû XTX:

plim
n→∞

1

n
XTX = M > 0p×p (2.21)

Íàèáîëåå âåðîÿòíîå äàëüíåéøåå íàðóøåíèå ïðåïîëîæåíèé ìîäåëè � êîððåëèðîâàí-
íîñòü ðåãðåññîðîâ è îøèáêè, êîãäà

E[ε|x] 6= 0 (2.22)

Îñíîâíûå ýêîíîìåòðè÷åñêèå ïðèìåðû, â êîòîðûõ îøèáêè è ðåãðåññîðû ìîãóò áûòü êîð-
ðåëèðîâàíû � ýòî ìîäåëè ñ îøèáêàìè èçìåðåíèÿ (measurement error models), ðàññìàò-
ðèâàåìûå íèæå â ýòîì ïàðàãðàôå, è îäíîâðåìåííûå óðàâíåíèÿ (simultaneous equations,
ñì. ïàðàãàô 2.6.2).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå (2.22) ÌÍÊ-îöåíêè îêàçûâàþòñÿ ñìåùåííûìè è íåñî-
ñòîÿòåëüíûìè (ò. å. ñìåùåíèå íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â àñèìïòîòèêå). ×òîáû èçáàâèòüñÿ
îò ñìåùåíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ (àíãë. IV, instru-
mental variables): ðåãðåññîðû ïðîåöèðóþòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâî íåêîòîðûõ äðóãèõ ïåðå-
ìåííûõ (èíñòðóìåíòîâ), ïðî êîòîðûå èçâåñòíî, ÷òî îíè íå êîððåëèðîâàíû ñ îøèáêîé ε,
íî õîðîøî îòðàæàþò ðåãðåññîðû X (èìåþò ñ íèìè òåñíóþ êîððåëÿöèþ). Äàííàÿ ïðî-
öåäóðà ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì äâóõøàãîâîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (àíãë. 2SLS,
two-stage least squares). IV-îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè, îäíàêî ïî ýôôåêòèâíîñòè
îíè ñóùåñòâåííî óñòóïàþò ÌÍÊ. Îáîáùåííûé ìåòîä ìîìåíòîâ (generalized method of
moments � GMM, ((Greene 1997), (Matyas 1999)), ðàçâèâàþùèé èäåè îöåíêè ìèíèìó-
ìà χ2 ((Neyman, Pearson 1928))) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè, ýôôåêòèâíûå â êëàññå
IV-îöåíîê, èñïîëüçóþùèõ äàííûé ôèêñèðîâàííûé íàáîð èíñòðóìåíòîâ.

Âûáîð èíñòðóìåíòîâ ìîæíî ïðîèçâîäèòü òîëüêî èç àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèé î
òîì, êàêèå ïåðåìåííûå, ñêîðåå âñåãî, íåêîððåëèðîâàíû ñ îøèáêîé, à êàêèå � íåèçáåæíî
êîððåëèðîâàíû. Ïðîâåðêà íà íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òåñòà Õàóñìàíà ((Hausman 1978)). Ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå
î íåêîððåëèðîâàííîñòè îøèáîê è ðåãðåññîðîâ è ÌÍÊ-îöåíêà, è IV-îöåíêà ÿâëÿþòñÿ
ìåòíûõ óñèëèé), ÿâëÿåòñÿ àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ, äëÿ êîòîðîãî èìåþòñÿ ñâîè ñîáñòâåííûå ìåòîäû.
Ñì. Àéâàçÿí, Ìõèòàðÿí (1998, ãë. 16). Êðîìå òîãî, óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè äàííûõ íàðóøàåòñÿ è äëÿ
ñòðàòèôèöèðîâàííûõ âûáîðîê, î êîòîðûõ áóäåò ðàññêàçàíî íèæå (ñì. ðàçäåë 2.6.1)
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íåñìåùåííûìè, ïðè ýòîì ïåðâàÿ ýôôåêòèâíà, à âòîðàÿ � íåò, îäíàêî ïðåäåë ïî âåðî-
ÿòíîñòè èõ ðàçíîñòè ðàâåí íóëþ. Ïðè àëüòåðíàòèâå (îøèáêè è ðåãðåññîðû êîððåëèðî-
âàíû) ÌÍÊ-îöåíêà, â îòëè÷èå îò IV-îöåíêè, íåñîñòîÿòåëüíà, è ïðåäåë ïî âåðîÿòíîñòè
íóëþ íå ðàâåí. Òîãäà ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñïåöèàëüíîãî âèäà
îò ðàçíîñòè îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ áóäåò èìåòü (öåíòðàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ ÷èñ-
ëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ðàâíûì êîëè÷åñòâó ñðàâíèâàåìûõ êîýôôèöèåíòîâ / íàëàãàåìûõ
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé.

Òåñò Õàóñìàíà ÿâëÿåòñÿ îáùèì òåñòîì íà êîððåêòíîñòü ñïåöèôèêàöèè ìîäåëè. Òàê,
îí ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ìîäåëè ñëó÷àéíîãî ýôôåêòà ïðîòèâ ìîäåëè
ôèêñèðîâàííîãî ýôôåêòà äëÿ ïàíåëüíûõ äàííûõ.
Stata Êîìàíäà ïàêåòà Stata, âûïîëíÿþùàÿ ðåãðåññèþ ñ èíñòðóìåíòàëüíûìè ïåðåìåííûìè,

íàçûâàåòñÿ ivreg. Òåñò Õàóñìàíà âûïîëíÿåòñÿ êîìàíäîé hausman, äëÿ êîòîðîé íåîá-
õîäèìî îöåíèòü ìåíåå ýôôåêòèâíóþ, íî çàâåäîìî ñîñòîÿòåëüíóþ ìîäåëü, ñîõðàíèòü
ðåçóëüòàòû (hausman, save ), çàòåì îöåíèòü ìîäåëü áîëåå ýôôåêòèâíóþ, íî íåñî-
ñòîÿòåëüíóþ ïðè íàðóøåíèè íóëåâîé ãèïîòåçû, è îöåíèòü ðàçíèöó êîýôôèöèåíòîâ
(hausman áåç ïàðàìåòðîâ).

Âîçìîæåí äðóãîé âàðèàíò îòêàçà îò äåòåðìèíèðîâàííîñòè ðåãðåññîðîâ. Ðåãðåññîðû
ñàìè ïî ñåáå ìîãóò áûòü äåòåðìèíèíðîâàíû, íî èçìåðÿòüñÿ ñ îøèáêîé, è òîãäà ìîäåëü
ïðèîáðåòàåò âèä:

yi = x∗i
T + εi (2.23)

xi = x∗i + δi (2.24)

ãäå èçìåðÿåìûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ xi, îäíàêî äàííûå (yi) ïîðîæäàþòñÿ íåíàáëþ-
äàåìûìè x∗i . Ýòî ïðèâîäèò ê êîððåëèðîâàííîñòè ðåãðåññîðîâ è îøèáîê, ÷òî âûçûâàåò
ñìåùåíèå îöåíîê. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåñìåùåííûõ îöåíîê
èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì èíñòðóìåíòû äîëæíû âû-
áèðàòüñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè ñ îøèáêàìè δi.

2.3.3 Ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü îñòàòêîâ

Íàðóøåíèå óñëîâèé íà âòîðûå ìîìåíòû (2.6) ( ãîìîñêåäàñòè÷íîñòü) è (2.7) (íåçàâè-
ñèìîñòü) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ÌÍÊ-îöåíêè ïåðåñòàþò áûòü ýôôåêòèâíûìè â ñâîåì
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êëàññå. Åùå õóæå, îäíàêî, ÷òî �íàèâíàÿ� ÌÍÊ-îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê
êîýôôèöèåíòîâ îêàçûâàåòñÿ ñìåùåííîé è íåñîñòîÿòåëüíîé, èç-çà ÷åãî òåñòû íà çíà-
÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ áóäóò ïîêàçûâàòü íåâåðíûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè. Êàê ïðàâèëî,
îöåíêè äèñïåðñèè îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ çàíèæàþòñÿ, ò.å. íàèâíûå îöåíêè îêàçûâàþò-
ñÿ ñëèøêîì �îïòèìèñòè÷åñêèìè�.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî íàéòè ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ñâîäÿùåå çà-
äà÷ó ê ÌÍÊ. Åñëè ââåñòè êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îøèáîê ðåãðåññèè

Ω = Var ε (2.25)
òî ìîæíî ïîñòðîèòü îöåíêè îáîáùåííîãî ÌÍÊ (àíãë. GLS, generalized least squares)
ñëåäóþùåãî âèäà:

β̂ÎÌÍÊ = (XTΩ−1X)−1XTΩ−1y (2.26)
Àíàëîãîì òåîðåìû Ãàóññà-Ìàðêîâà â ñëó÷àå íàðóøåíèé óñëîâèé íà âòîðûå ìîìåíòû
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Àéòêåíà.
Òåîðåìà 2.2 (Àéòêåí (Aitken)) Åñëè â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè íà-
ðóøåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (2.6)�(2.7), òî îöåíêà ÎÌÍÊ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé
â êëàññå ëèíåéíûõ íåñìåùåííûõ îöåíîê.
Ïðè ýòîì äèñïåðñèÿ ýòîé îöåíêè ðàâíà

Var β̂ÎÌÍÊ = (XTΩ−1X)−1, (2.27)
à äèñïåðñèÿ �íàèâíîé� îöåíêè ÌÍÊ �

Var(β̂ÌÍÊ) = (XTX)−1(XTΩ−1X)(XTΩ−1X) > (XTΩ−1X)−1 (2.28)
Èäåíòèôèêàöèÿ íàðóøåíèÿ óñëîâèé íà âòîðûå ìîìåíòû îøèáîê íå òàê óæ òðèâè-

àëüíà. Åñòü, îäíàêî, ðÿä çàäà÷, â êîòîðûõ ýòè óñëîâèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü àïðèîðíî íàðó-
øåííûìè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ýòî çàäà÷è àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ, à òàêæå àíàëèç ñòðà-
òèôèöèðîâàííûõ è ïàíåëüíûõ îáñëåäîâàíèé, î ÷åì áóäåò ðàññêàçàíî â ðàçäåëàõ 2.3.4
è 2.6.1.

×òî êàñàåòñÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè, ïðè êîòîðîé ñîõðàíÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü íàáëþ-
äåíèé (2.7) (íî íàðóøàåòñÿ ïîñòîÿíñòâî äèñïåðñèé îøèáîê (2.6)), òî åå ìîæíî îáíàðó-
æèòü, äîïîëíèòåëüíî ñäåëàâ ïðåäïîëîæåíèå îá îïðåäåëåííîé ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå
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ýòîé çàâèñèìîñòè. Òàê, òåñò Ãîëüäôåëüäà-Êóàíäòà (Goldfeld-Quandt) ïðåäïîëàãàåò çà-
âèñèìîñòü äèñïåðñèè îøèáîê îò îäíîé èç ïåðåìåííûõ, à òåñò Áðîéøà-Ïàãàíà (Breusch-
Pagan) � ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè îò íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.
Stata Â ïàêåòå Stata ðåàëèçîâàíà ñëåäóþùàÿ âåðñèÿ òåñòà íà ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü (Êóêà-

Âàéñáåðãà, Cook-Weisberg) êîòîðàÿ âûçûâàåòñÿ êîìàíäîé hettest, îòäàâàåìîé ïîñëå
regress: {

ln e2
i = zTγ + îøèáêài

H0 : γ = 0

ãäå z ìîæåò áûòü ïðîãíîçíûìè çíà÷åíèÿìè çàâèñèìîé ïåðåìåííîé èëè ìàòðèöåé
çàäàííûõ ïåðåìåííûõ.

Â îáùåì ñëó÷àå ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé âûÿâèòü,
ó÷åñòü è ïîáîðîòü íåâîçìîæíî: êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê ñîäåðæèò N(N−1)

2
íåèç-

âåñòíûõ, îöåíèòü êîòîðûå ïî N íàáëþäåíèÿì íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó äëÿ îöåíèâàíèÿ
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îøèáîê Ω äåëàþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè Ω îò íåêîòîðîãî ìàëîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ θ èçâåñòíîãî âèäà:
Ω = Ω(θ), ãäå âåêòîð ïàðàìåòðîâ θ äîëæåí áûòü (ñîñòîÿòåëüíî) îöåíåí ïî âûáîðî÷íûì
äàííûì. Â ñèëó ýòîãî, îöåíèâàíèå ñ ïîìîùüþ äîñòóïíîãî îáîáùåííîãî ÌÍÊ (feasible
generalized least squares) ñîñòîèò èç (êàê ìèíèìóì) äâóõ ýòàïîâ: ñîñòîÿòåëüíîãî îöå-
íèâàíèÿ θ (íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè îáû÷íîãî ÌÍÊ, ÿâëÿþùåãîñÿ ñîñòîÿòåëüíûì äàæå
ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé íà âòîðûå ìîìåíòû), à çàòåì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîñòîÿòåëüíîé
îöåíêè θ̂ (è, ñîîòâåòñòâåííî, ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè Ω̂(θ)), ñàìîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè.
Äëÿ óòî÷íåíèÿ îöåíîê ïðîöåäóðó �îöåíèâàíèå θ → îöåíèâàíèå ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ñ
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Ω(θ̂)� ìîæíî ïîâòîðÿòü äî äîñòèæåíèÿ ñõîäèìîñòè; ïðè îïðå-
äåëåííûõ óñëîâèÿõ ïîëó÷àåìûå â ïðåäåëå îöåíêè áóäóò ýêâèâàëåíòíû îöåíêàì ÌÍÊ.

Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá áîðüáû ñ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ � îöåíèâàòü êîâàðèàöè-
îííóþ ìàòðèöó îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ èç óñëîâèé âòîðîãî ïîðÿäêà ìèíèìóìà ñóììû
êâàäðàòîâ îñòàòêîâ, ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì Òåéëîðà. Òàêèå ïîïðàâêè èçâåñòíû â ýêî-
íîìåòðè÷åñêîé ïðàêòèêå êàê îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â ôîðìå Óàéòà (White):

V̂ (β̂) =

(
1

n

n∑
i=1

xix
T
i

)−1(
1

n

n∑
i=1

e2
ixix

T
i

)(
1

n

n∑
i=1

xix
T
i

)−1

(2.29)
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Âèä ýòîé îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê ïàðàìåòðîâ ïðîâîöèðóåò íàçâàòü åå
�îöåíêîé áóòåðáðîäà� (sandwich estimator), è ýòî íàçâàíèå òàêæå âñòðå÷àåòñÿ â ñòàòè-
ñòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Âñòðå÷àåòñÿ òàêæå íàçâàíèå �îöåíêà Õüþáåðà� (Huber), êîòîðûé
íåçàâèñèìî ïðåäëîæèë ýòó îöåíêó. Â ñëó÷àå íåçàâèñèìîñòè íàáëþäåíèé ýòà ìàòðèöà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé èñêîìîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû; îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé
çàâèñèìûõ äàííûõ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
Stata Â ïàêåòå Stata îöåíêà ýòîé ìàòðèöû âûçûâàåòñÿ íå ñëèøêîì, íà ìîé âçãëÿä, óäà÷íî

íàçâàííîé îïöèåé robust êîìàíäû regress. Êðîìå òîãî, â ïàêåòå Stata èìååòñÿ âîç-
ìîæíîñòü îöåíèâàíèÿ ðåãðåññèè ñ âåñàìè (â äàííîì ñëó÷àå, âåñà äîëæíû áûòü îáðàò-
íî ïðîïîðöèîíàëüíû ñòàíäàðòíîìó îòêëîíåíèþ äëÿ äàííîãî íàáëþäåíèÿ) � regress
[weight=exp] , ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè äëÿ óêàçàíèÿ âåñîâ îáÿçàòåëüíû. Stata ðàçëè-
÷àåò íåñêîëüêî òèïîâ âåñîâ (ñì. help weights ); â äàííîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî óêàçàòü
aweight � àíàëèòè÷åñêèå âåñà. Íàêîíåö, åñòü ñïåöèàëüíàÿ êîìàíäà äëÿ îöåíèâàíèÿ
ñ âåñàìè, ó÷èòûâàþùèìè äèñïåðñèþ îòäåëüíûõ íàáëþäåíèé � vwls.

2.3.4 Àâòîêîððåëèðîâàííîñòü îñòàòêîâ

Âîïðîñ îá àâòîêîððåëèðîâàííîñòè îñòàòêîâ èìååò ñìûñë ñòàâèòü òîãäà, êîãäà äàííûå
óïîðÿäî÷åíû âî âðåìåíè (è îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà ðàâíûå ïðîìåæóòêè). Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî ïðèìåíÿòü ñðåäñòâà àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ.
Stata Ïàêåò Stata âåðñèè 6 è âûøå èìååò äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî âñòðîåííûõ êî-

ìàíä äëÿ àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ (êîìàíäû ñ ïðåôèêñîì ts), â ò.÷. îïåðàòîðû ëàãà
(ñäâèãà íàçàä ïî îñè âðåìåíè íà åäèíèöó) L., ðàçíîñòè D., ñãëàæèâàíèÿ ñåçîííûõ
êîëåáàíèé S.. Îáùàÿ ñïðàâêà ïî ýòèì êîìàíäàì íàõîäèòñÿ ïî êëþ÷åâîìó ñëîâó time.

Â êîíòåêñòå àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ òåñòîì íà ïðîñòåéøóþ àâòîêîððåëÿöèþ (ïåð-
âîãî ïîðÿäêà) îøèáîê ÿâëÿåòñÿ òåñò Äàðáèíà-Óîòñîíà (Durbin-Watson), ñòàòèñòèêîé
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

D =

∑N
i=2(eiei−1)∑N

i=1 e
2
i

(2.30)

Åñëè îøèáêè íåêîððåëèðîâàíû, ñòàòèñòèêà Äàðáèíà-Óîòñîíà äîëæíà ïðèíèìàòü çíà-
÷åíèÿ, áëèçêèå ê 2. Çíà÷åíèÿ, áëèçêèå ê 0 èëè 4, äîëæíû ñëóæèòü òðåâîæíûì ñèãíà-
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ëîì. Ê ñîæàëåíèþ, ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñòàòèñòèêè çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê,
ïîýòîìó ïðîöåíòíûå òî÷êè äëÿ òåñòà íà àâòîêîððåëèðîâàííîñòü îøèáîê ïîëó÷àþòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíî âû÷èñëèòåëüíûì ýêñïåðèìåíòîì. Òàáëèöû êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñòà-
òèñòèêè Äàðáèíà-Óîòñîíà ïðèâîäÿòñÿ â Àéâàçÿí, Ìõèòàðÿí (1998). Äëÿ âûÿâëåíèÿ ëà-
ãîâîé ñòðóêòóðû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî ïî ïîëíîé ïðîãðàììå ïðèâëåêàòü
ñðåäñòâà àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ.
Stata Â ïàêåòå Stata ñòàòèñòèêà Äàðáèíà-Óîòñîíà âûâîäèòñÿ êîìàíäîé dwstat, îòäàâàåìîé

ïîñëå regress.

Êàê è â ñëó÷àå ñ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïîïðàâêè ê ìàòðè-
öå êîâàðèàöèè îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ, ÷òîáû òà áûëà ñîñòîÿòåëüíà ïðè àâòîêîððåëèðî-
âàííîñòè îñòàòêîâ. Îäèí èç âàðèàíòîâ òàêîé ïîïðàâêè áûë ïðåäëîæåí Íüþè è Âåñòîì
((Newey, West 1987)):

V̂ar(β̂) =

=
k∑

l=−k

(
1− |l|

k + 1

)(
1

n

n∑
i=1

xi−lx
T
i
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1

n
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i=1

eiei−lxi−lx
T
i

)(
1

n

n∑
i=1

xix
T
i−l

)−1

, (2.31)

Íàïîìíèì, ÷òî xi îáîçíà÷àåò ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâóþùèé i-ìó íàáëþäåíèþ. Òàêàÿ îöåíêà
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ñîñòîÿòåëüíà ïðè àâòîêîððåëÿöèè îøèáîê ñ ÷èñëîì ëàãîâ, íå
ïðåâûøàþùèì k. Óáûâàþùèå âåñà ïðè áîëåå îòäàëåííûõ ëàãàõ èñïîëüçîâàíû äëÿ òîãî,
÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ïîëó÷àåìîé ìàòðèöû. Ïðè k = 0

îöåíêà Íüþè-Âåñòà ñâîäèòñÿ ê îöåíêå Óàéòà (2.29).
Stata Â ïàêåòå Stata ðåãðåññèÿ ñ ïîïðàâêàìè ê êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå â ôîðìå Íüþè-

Âåñòà âûçûâàåòñÿ êîìàíäîé newey. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîððåêòíî èñïîëüçîâàòü âðå-
ìåííóþ ñòðóêòóðó äàííûõ, íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî îòäàòü êîìàíäó tsset, ëèáî
óêàçàòü â îïöèè newey, t() , êàêàÿ ïåðåìåííàÿ ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè.

2.3.5 Ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü

Íàðóøåíèå óñëîâèÿ (2.8) íîñèò íàçâàíèå ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü , ò.å. ÷òî-òî âðîäå ìíî-
æåñòâåííîé ñîâìåñòíîé ëèíåéíîñòè. Òî÷íàÿ êîëëèíåàðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ðåãðåññîðû
íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíî çàâèñèìûå êîýôôèöèåíòû
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îöåíèòü íåâîçìîæíî, õîòÿ ìîæíî îöåíèòü òå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, êîòîðûå äðóã îò
äðóãà ëèíåéíî íå çàâèñÿò.

Î÷åâèäíî, íà ïðàêòèêå âñòðåòèòüñÿ ñ òî÷íîé ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòüþ âðÿä ëè âîç-
ìîæíî 5 (çà èñêëþ÷åíèì äîñàäíûõ îïëîøíîñòåé òèïà âêëþ÷åíèÿ â íàáîð ðåãðåññîðîâ
âñåõ 0/1-ïåðåìåííûõ, ïîðîæäàåìûõ îäíèì è òåì æå ôàêòîðîì, íàïðèìåð, èíäèêàòîðîâ
è ìóæñêîãî, è æåíñêîãî ïîëà).
Stata Ê ñ÷àñòüþ (èëè ê íåñ÷àñòüþ), Stata óìååò îáðàáàòûâàòü ïîäîáíûå ñèòóàöèè è âû-

áðàñûâàòü, íà ñâîå óñìîòðåíèå, ïåðåìåííûå, êîòîðûå îíà ñî÷òåò êîëëèíåàðíûìè. Ê
ñ÷àñòüþ � ïîòîìó ÷òî ïðîöåññ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ íå áóäåò ïðåðâàí, à ê íåñ÷à-
ñòüþ � ïîòîìó ÷òî êîíòðîëèðîâàòü, êàêèå ïåðåìåííûå áóäóò âûáðîøåíû, íåëüçÿ
(à âîîáùå-òî èññëåäîâàòåëü äîëæåí áûë ïðåäóñìîòðåòü ýòî íà ýòàïå âûáîðà ñïåöè-
ôèêàöèè ìîäåëè). Äëÿ êîððåêòíîé ðàáîòû ñ êàòåãîðèéíûìè ïåðåìåííûìè ó ïàêåòà
Stata åñòü ñîáñòâåííîå ñðåäñòâî ñîçäàíèÿ áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ � êîìàíäà xi. Íà-
êîíåö, ìîæíî çàäàòü ðåãðåññèþ ñ �ïîãëîùåíèåì� îäíîãî êà÷åñòâåííîãî ôàêòîðà �
areg, ãäå ïðåôèêñ a îçíà÷àåò absorb, ò.å. �ïîãëîòèòü�. Äëÿ ïîãëîùàåìîãî ôàêòîðà
áóäåò âûâåäåíà F-ñòàòèñòèêà. Âîçìîæíî, äëÿ ìîäåëåé ñî ñëîæíûìè êàòåãîðèéíû-
ìè ñòðóêòóðàìè óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ñðåäñòâà äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà � êîìàíäó
anova (ñì. òàêæå help anova , tutorial anova ), ïîçâîëÿþùóþ çàäàâàòü êîëè÷åñòâåí-
íûå ôàêòîðû ñ ïîìîùüþ îïöèè anova . . . , continuous .

Îäíàêî è íåïîëíàÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü ñïîñîáíà äîñòàâèòü íåìàëî õëîïîò. Èç-
çà áëèçîñòè ìàòðèöû XTX ê âûðîæäåííîé äèñïåðñèè îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ óáåãàþò
ê áåñêîíå÷íîñòè. Òèïè÷íûå ïðèçíàêè ïîäîáíîé ñèòóàöèè � íåçíà÷èìîñòü îòäåëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ ïðè çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè â öåëîì, çíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå îöåíîê êî-
ýôôèöèåíòîâ (íàïðèìåð, èçìåíåíèå çíàêîâ) ïðè èçìåíåíèè ñîñòàâà ðåãðåññîðîâ.

Ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü ìîæíî âûÿâèòü è íàïðÿìóþ � íàïðèìåð, âèçóàëüíî ïðî-
àíàëèçèðîâàâ ìàòðèöó âûáîðî÷íûõ êîððåëÿöèé, èëè, ÷òî áîëåå êîððåêòíî â ñòàòèñòè-
÷åñêîì ñìûñëå, ïðîâåäÿ àíàëèç ãëàâíûõ êîìïîíåíò.
Stata Àíàëèç ãëàâíûõ êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôàêòîð-

íîãî àíàëèçà, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìàíäà Stata íîñèò íàçâàíèå factor . . . ,
pc, ãäå îïöèÿ pc ïîêàçûâàåò, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò ãëàâíûå êîìïîíåíòû (principal com-
ponents).

5 Õîòÿ èìåííî òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ õàðàêòåðíà äëÿ çàäà÷ äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà.
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Íà ÿçûêå âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíî-
ñòè ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì �ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü�. Êðèòåðèåì ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè
ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ âåëè÷èíà îòíîøåíèÿ λmax/λmin � ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû XTX, � íàçûâàåìîãî ïîêàçàòåëåì îáóñëîâëåííîñòè (con-
dition number). Ýòî ñîîòíîøåíèå òàêæå ïîçâîëÿåò ñóäèòü î ñòåïåíè ñåðüåçíîñòè ïðîáëåì
ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè: ïîêàçàòåëü îáóñëîâëåííîñòè â ïðåäåëàõ îò 10 äî 100 ñâèäåòåëü-
ñòâóåò îá óìåðåííîé êîëëèíåàðíîñòè, ñâûøå 1000 (áûâàåò è òàêîå) � îá î÷åíü ñåðüåçíîé
êîëëèíåàðíîñòè.

Íàèáîëåå äåòàëüíûì ïîêàçàòåëåì íàëè÷èÿ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ìóëüòèêîëëèíåàð-
íîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ äèñïåðñèè (àíãë. variance inflation factor,
VIF; ñì. Fox (1997), Smith and Young (2001)), îïðåäåëÿåìûé äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé
êàê

VIF(βj) =
1

1−R2
j

, (2.32)

ãäå R2
j � êîýôôèöèåíò ìíîæåñòâåííîé äåòåðìèíàöèè â ðåãðåññèè Xj íà ïðî÷èå X (çäåñü

Xj îáîçíà÷àåò j-þ ïåðåìåííóþ, ò.å. j-é ñòîëáåö ìàòðèöû X). Ýòîò êîýôôèöèåíò ôè-
ãóðèðóåò â âûðàæåíèè äëÿ äèñïåðñèè âûáîðî÷íîé îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé
ðåãðåññèè:

Var βj =
1

1−R2
j

σ2

(n− 1) VarX2
j

(2.33)

è ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç äèñïåðñèÿ îöåíêè áîëüøå �èäåàëüíîé�, åñëè áû ìóëüòè-
êîëëèíåàðíîñòè íå áûëî6. Ïîâîäîì äëÿ áåñïîêîéñòâà ñëåäóåò ñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ VIF îò
4 è âûøå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò R2

j ' 0.75.
Stata Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óâåëè÷åíèÿ äèñïåðñèè âûâîäÿòñÿ êîìàíäîé vif, îòäàâàå-

ìîé ïîñëå regress.

Ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü âîçíèêàåò íàïðÿìóþ, åñëè â ðåãðåññèþ âêëþ÷åí íàáîð 0/1-
ïåðåìåííûõ, ïîðîæäàåìûõ îäíèì êà÷åñòâåííûì ôàêòîðîì ñ íåñêîëüêèìè êàòåãîðèÿ-

6 Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà îöåíêè, î÷åâèäíî, óâåëè÷èâàåòñÿ â
√

VIF ðàç. Ýòà âåëè÷èíà èìååò ñìûñë
äèàãíîñòè÷åñêèé, à íå ïðàêòè÷åñêèé: íåëüçÿ äåëèòü íà VIF äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü �ïðàâèëüíóþ�
äèñïåðñèþ!

29



ìè7: ñóììà òàêèõ áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ áóäåò ÷àùå âñåãî äàâàòü åäèíèöó, åñëè äîëÿ
íàáëþäåíèé, ïîïàäàþùèõ â áàçîâóþ êàòåãîðèþ, ìåíüøå 1/2, è ïîýòîìó ýòè ïåðåìåííûå
â ñîâîêóïíîñòè êîëëèíåàðíû ñ êîíñòàíòîé. Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ïðè êîëè÷åñòâå îáúÿñ-
íÿþùèõ ïåðåìåííûõ áîëåå äåñÿòè, ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü âîçíèêàåò ñ î÷åíü áîëüøîé
âåðîÿòíîñòüþ.

Íàêîíåö, åñëè êàêàÿ-ëèáî ïåðåìåííàÿ ïðèíèìàåò òàêèå çíà÷åíèÿ, ÷òî åå ñòàíäàðòíîå
îòêëîíåíèå ìíîãî ìåíüøå, ÷åì àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî (íàïðèìåð, ñðåäíåå ðàâíî
70, à ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå � 5, òàê ÷òî ïåðåìåííàÿ â îñíîâíîì ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
îò 60 äî 80), òî òàêàÿ ïåðåìåííàÿ áóäåò òàêæå êîëëèíåàðíà ñ êîíñòàíòîé. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, âàðèàáåëüíîñòü ïåðåìåííîé íåäîñòàòî÷íà, ÷òîáû òî÷íî îöåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèé
êîýôôèöèåíò: ÷ëåí VarX2

j â âûðàæåíèè (2.33) ìàë, è ïîýòîìó äèñïåðñèÿ îöåíêè êîýô-
ôèöèåíòà âåëèêà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòûì è åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì áîðüáû ñ âûñîêîé
äèñïåðñèåé îöåíêè êîýôôèöèåíòà áóäåò îòöåíòðèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåìåííóþ,
ò.å. îò ïåðåìåííîé Xj ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé X∗j = Xj − X̄j.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îñëàáèòü ýôôåêòû ìóëüòèêîëëèíåàð-
íîñòè, íî îíè, åñòåñòâåííî, ñâÿçàíû ñ îïðåäåëåííûìè ïîòåðÿìè (ïî ñðàâíåíèþ ñ õîðî-
øèìè ñâîéñòâàìè ÌÍÊ-îöåíîê). Îäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé � èñêëþ÷åíèå íåêîòîðûõ
èç êîëëèíåàðíûõ ðåãðåññîðîâ (÷òî îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü îöåíèòü êîýôôèöèåíòû ïðè
âûêèäûâàåìûõ ðåãðåññîðàõ, ò. å. îïðåäåëåííóþ ïîòåðþ èíôîðìàöèè; ïðîöåäóðû âûáîðà
ïåðåìåííûõ áóäóò ðàññìîòðåíû â ïàðàãðàôå 2.4.1) èëè ïåðåõîä ê ãëàâíûì êîìïîíåíòàì
èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ (÷òî çàòðóäíÿåò èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷àåìûõ êîýôôèöèåíòîâ, à
òàêæå àíàëèç çíà÷èìîñòè îòäåëüíûõ ïåðåìåííûõ).

Äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ñìåùåí-
íîì îöåíèâàíèè ïàðàìåòðîâ. Èäåÿ ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîïûòàòüñÿ íàé-
òè îöåíêó, ìèíèìèçèðóþùóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå, èëè ñðåäíåêâàäðàòè-

7 Â ñâåòå ýòîãî çàÿâëåíèÿ, êîòîðûå äåëàþòñÿ ïðè ïîÿñíåíèè ðåçóëüòàòîâ ðåãðåññèè, âðîäå: �Íà-
áëþäàåòñÿ çíà÷èìûé ýôôåêò ýíåðãåòè÷åñêîé îòðàñëè, à ìåòàëëóðãèÿ è õèìèÿ íåçíà÷èìû�, âûãëÿäÿò
íåñêîëüêî íàèâíî. Âî-ïåðâûõ, ôàêòîð �îòðàñëü� èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü êàê åäèíîå öåëîå. Âî-
âòîðûõ, îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ â êîíêðåòíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè çàâèñÿò îò òîãî, êàêàÿ êàòåãîðèÿ
áûëà âûáðàíà â êà÷åñòâå áàçîâîé. Â-òðåòüèõ, èç-çà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè t-ñòàòèñòèêè îòäåëüíûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ãîâîðÿò íå òàê óæ ìíîãî.
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÷åñêèé ðèñê îöåíêè:
β̂ = arg min

β∈B
E(β̂ − β)2 = (ñìåùåíèå β̂)2 + Var(β̂) (2.34)

ãäå êëàññ îöåíîê B � áîëåå øèðîêèé, ÷åì ðàññìàòðèâàåìûå îáû÷íî íåñìåùåííûå ëè-
íåéíûå ïî y îöåíêè.

Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà ìàòðèöó XTX ìîæíî ðåãóëÿðèçîâàòü, èëè ñäåëàòü �áîëåå
îáðàòèìîé� ïóòåì äîáàâëåíèÿ çàâåäîìî ðåãóëÿðíîé ìàòðèöû � íàïðèìåð, âèäà νIp, ãäå
Ip � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà p. Òîãäà îöåíêà áóäåò èìåòü âèä:

β̂ridge =
(
XTX + νIp

)−1
XTy (2.35)

Ýòè îöåíêè íàçûâàþòñÿ ðèäæ-îöåíêàìè (îò àíãë. ridge � ãðåáåíü; â ðóññêîé ëèòåðà-
òóðå âñòðå÷àåòñÿ òàêæå âàðèàíò �ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ�. Ïðîèñõîæäåíèå ýòîãî òåðìèíà,
ïî âñåé âèäèìîñòè, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ â ñëó÷àå ìóëüòèêîëëè-
íåàðíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ïèê, à íå÷òî âðîäå ãðåáíÿ; ñì. Äåìèäåíêî (1981)). Â
àíãëèéñêîé ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ òàêæå âàðèàíò shrinkage estimator, ïîêàçûâàþùèé,
÷òî ðèäæ-ðåãðåññèÿ �ñòÿãèâàåò� îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ê íóëþ. Ïðè ýòîì ñ ðîñòîì ν

äèñïåðñèÿ îöåíîê óìåíüøàåòñÿ, õîòÿ óâåëè÷èâàåòñÿ èõ ñìåùåíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò ν òàêîå, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà èç (2.34) ñìåùåííîé îöåíêè íè-
æå, ÷åì ó íåñìåùåííîé îöåíêè ÌÍÊ, ò.å. ìîæíî ïîäîáðàòü ν òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
äîñòèãíóòü êîìïðîìèññà ìåæäó ñìåùåíèåì è äèñïåðñèåé.
Stata Ðèäæ-ðåãðåññèÿ ðåàëèçîâàíà êîìàíäîé rxridge, èìåþùåéñÿ â îôèöèàëüíûõ äîïîë-

íåíèÿõ ê Stata, STB-28. Ýòà êîìàíäà áûëà èçíà÷àëüíî íàïèñàíà äëÿ âåñüìà äðåâíåé
âåðñèè Stata, è ó ìåíÿ áûëè ïðîáëåìû ñ ýòîé êîìàíäîé â 6-é âåðñèè Stata. Êîð-
ðåêòíàÿ âåðñèÿ íàõîäèòñÿ íà ñàéòå êîìïàíèè, è åå ìîæíî íàéòè êîìàíäîé webseek
rxridge.

2.3.6 * Ïðîáëåìà ðîáàñòíîñòè

Íàêîíåö, îäíèì èç ñàìûõ ñëîæíûõ ñëó÷àåâ äëÿ àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè îöåíîê ÿâëÿ-
åòñÿ íàðóøåíèå ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ �õîðîøèì� ðàñïðåäåëåíèåì
îøèáîê (íàïðèìåð, íîðìàëüíûì, êàê â (2.10)). Èíûìè ñëîâàìè, êàê ìåíÿþòñÿ ðåçóëü-
òàòû àíàëèçà, åñëè ñòîõàñòè÷åñêèå êîìïîíåíòû (â ñëó÷àå ðåãðåññèè � îøèáêè ε) âåäóò
ñåáÿ íå òàê, êàê íàì áû õîòåëîñü èõ ïðîìîäåëèðîâàòü?
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Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî îòêëîíåíèå îò ìîäåëüíûõ äîïóùåíèé î ñòîõàñòè÷åñêîé ïðè-
ðîäå îøèáîê ìåíÿåò íå òîëüêî èíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòîâ, íî è òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ
ïðèíöèïèàëüíîãî èíîé ìåòîäîëîãèè àíàëèçà äàííûõ. Òàê, ïðè ñèëüíîé àñèììåòðè÷íî-
ñòè ðàñïðåäåëåíèé èíòåðïðåòàöèÿ îáû÷íîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè çàòðóäíÿåòñÿ: ñðåäíåå,
â îòëè÷èå îò ñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé, íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïîêàçàòåëåì òîãî,
ãäå â îñíîâíîì ëåæàò çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû. Àñèììåòðèÿ ÷àñòî ïðèñóùà
äàííûì, â êîòîðûõ íàáëþäåíèÿ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ìàñøòàáîì � íàïðèìåð, â
ôèíàíñîâûõ äàííûõ ïî îäíîðîäíûì ïðåäïðèÿòèÿì, õàðàêòåðèçóåìûõ ðàçìåðîì � ÷èñ-
ëîì çàíÿòûõ, îáúåìîì ïðîèçâîäñòâà, êàïèòàëîì, è ò.ï. Âåñüìà ñòðàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ
èìåþò äîëè (íàïðèìåð, äîëÿ àóòñàéäåðîâ ñðåäè âëàäåëüöåâ àêöèé, èëè äîëÿ ðàñõîäîâ
íà ïèòàíèå â áþäæåòå äîìîõîçÿéñòâà) è îòíîøåíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ âåëè÷èí âîîáùå.
Äëÿ àíàëèçà òàêèõ äàííûõ ñòîèò èñïîëüçîâàòü ìåòîäû, ñâîáîäíûå îò ðàñïðåäåëåíèÿ �
òàêèå, êàê çíàêîâûå è ðàíãîâûå òåñòû Óèëêîêñîíà-Ìàííà-Óèòíè íà ðàâåíñòâî ìåäèàí
(signrank è ranksum) âìåñòî t-òåñòà íà ðàâåíñòâî ñðåäíèõ.

Íåêîòîðûå èç âîïðîñîâ òàêîãî ðîäà íàõîäÿòñÿ â âåäåíèè ðîáàñòíîé ñòàòèñòè-
êè Õüþáåð (1984), ãëàâíîé çàäà÷åé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âûÿñíåíèå âëèÿíèÿ îòêëîíåíèé
ôîðìû ðàñïðåäåëåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ êîìïîíåíò îò ïðåäïîëàãàåìîé (çàäàííîé) íà ðå-
çóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà è ïîñòðîåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð (îöåíîê, òå-
ñòîâ, êðèòåðèåâ), êîòîðûå êàê ìîæíî ñëàáåå çàâèñåëè áû ïðåäïîëîæåíèé î ðàñïðåäå-
ëåíèÿõ. Â ýòîì æàíðå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ôóíêöèîíàëû îò ðàñïðåäåëåíèé îøèáîê, è îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê ðîáàñòíîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ êðèâàÿ âëèÿíèÿ (àíãë. influence function èëè influence curve) � ïðîèçâîäíàÿ ýòîãî
ôóíêöèîíàëà â çàäàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ðåãðåññîðîâ íà çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè.
Çíà÷åíèå ýòîé ïðîèçâîäíîé îïðåäåëÿåò, íàñêîëüêî èçìåíèòñÿ çíà÷åíèå îöåíêè ïðè èç-
ìåíåíèè (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîì) íàáëþäàåìîãî çíà÷åíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïðè
ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ íàáëþäåííûõ çíà÷åíèé.

Òî÷íûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà ÌÍÊ íå ÿâëÿåòñÿ ðîáàñòíîé. Íà êà÷åñòâåí-
íîì óðîâíå, ïðè ïîÿâëåíèè â âûáîðêå âûáðîñîâ, îáóñëîâëåííûõ òÿæåëûìè õâîñòàìè
ðàñïðåäåëåíèé îøèáîê, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñòðåìèòñÿ ïðîâåñòè ïîâåðõíîñòü
îòêëèêà ÷åðåç êðàéíèå òî÷êè, à íå ÷åðåç îñíîâíóþ ìàññó òî÷åê. Ýòî è íå óäèâèòåëüíî,
ó÷èòûâàÿ ëèíåéíîñòü ÌÍÊ-îöåíîê ïî y: åñëè â êàêîì-òî i-ì íàáëþäåíèè yi →∞, òî è
β̂ÌÍÊ →∞.
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Áîëåå óäà÷íûìè, ñ òî÷êè çðåíèÿ ðîáàñòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ Ì-îöåíêè, ïîëó÷àåìûå êàê
ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

N∑
i=1

ρ(zi; β)→ min
β
, (2.36)

ãäå ôóíêöèÿ ρ(·) àñèìïòîòè÷åñêè ðàñòåò ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó ìåäëåííåå, ÷åì z2 è
òåì ñàìûì ïðèäàåò ìåíüøèå âåñà äàëåêî îòñòîÿùèì íàáëþäåíèÿì 8. Ïðèìåðîì ôóíê-
öèè, îáåñïå÷èâàþùåé ðîáàñòíîñòü îöåíîê, ÿâëÿåòñÿ ρ(z, β) = |z|. Ïîëó÷àåìàÿ ïðè ýòîì
ðåãðåññèÿ íàçûâàåòñÿ ìåäèàííîé, ïîñêîëüêó ïîëó÷àåìàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò óñëîâíîé
ìåäèàíå.

Åùå îäíà ÷àñòíî èñïîëüçóåìàÿ ñïåöèôèêàöèÿ � ôóíêöèÿ Õüþáåðà (Huber)

ρHuberc (z) =

{
z2/2, |z| < c

c|z| − c2/2, |z| ≥ c
(2.37)

Ïàðàìåòð c > 0 èãðàåò ðîëü íàñòðîå÷íîãî ïàðàìåòðà, îòâå÷àþùåãî çà ðîáàñòíîñòü: åñëè
c → ∞, òî ìû ïîëó÷àåì ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ; åñëè, íàïðîòèâ, c → 0, òî ìû
ïîëó÷àåì ðîáàñòíóþ ìåäèàííóþ ðåãðåññèþ.

Äðóãàÿ ñïåöèôèêàöèÿ ôóíêöèè ρ(·), êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè èãíîðèðóåò ñëèøêîì äà-
ëåêèå âûáðîñû � áèâåñîâàÿ ôóíêöèÿ Òüþêè (Tukey):

ρbiweightc (z) =

 c2

6

[
1−

(
1−

(
z
c

)2
)3
]
, |z| < c

c2

6
, |z| ≥ c

(2.38)

Çäåñü c � òàêæå ïàðàìåòð ðîáàñòíîñòè. Ïðè c → ∞ áèâåñîâàÿ ôóíêöèÿ âûðîæäàåòñÿ
â îáû÷íóþ ïàðàáîëó ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Stata Ïîõîæèé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â êîìàíäå rreg � ðîáàñòíàÿ ðåãðåññèÿ � â ïàêåòå

Stata. Â íåì íà íà÷àëüíûõ ñòàäèÿõ àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ Õüþáåðà, à
çàòåì � ôóíêöèÿ Òüþêè.

Åñòåñòâåííî, ÷òî, ïðèîáðåòàÿ ðîáàñòíîñòü îöåíêè, ìû äîëæíû ãäå-òî ïîòåðÿòü.
Îáû÷íî êîìïðîìèññ ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ýôôåêòèâíîñòè: åñëè îøèáêè äåéñòâèòåëü-
íî èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî ðîáàñòíûå îöåíêè òåðÿþò â ýôôåêòèâíîñòè

8 z ñîîòâåòñòâóåò ñòîõàñòè÷åñêèì êîìïîíåíòàì, ò.å. îñòàòêàì ðåãðåññèè: z = y − xTβ.
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5�10% ïðè H0 : εi ∼ N(0, σ2). Ýòè îöåíêè, âïðî÷åì, ïðåâîñõîäÿò ïî ýôôåêòèâíîñòè
ÌÍÊ äàæå ïðè äîëÿõ çàãðÿçíåíèÿ òÿæåëûìè õâîñòàìè íà óðîâíå ìàëûõ ïðîöåíòîâ.

Òåìà èäåíòèôèêàöèè âûáðîñîâ, ñâÿçàííàÿ ñ ïðîáëåìàìè ðîáàñòíîñòè, áóäåò åùå ðàç
ïîäíÿòà â ðàçäåëå 2.4.3.

2.3.7 Ïðåîáðàçîâàíèå ê íîðìàëüíîñòè è ëèíåéíîñòè

Èíîãäà îòêëîíåíèå îò íîðìàëüíîñòè ìîæíî êîìïåíñèðîâàòü çà ñ÷åò ïðåîáðàçîâàíèÿ
çàâèñèìûõ è/èëè îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì êëàññîì ïðåîáðà-
çîâàíèé ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Áîêñà-Êîêñà (Box-Cox):

y(λ) =

{
yλ−1
λẏλ−1 , λ 6= 0

ẏ ln y, λ = 0
(2.39)

ãäå ẏ = (
∏n

i=1 yi)
1/n � ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå yi. Îöåíêó íåîáõîäèìîé ñòåïåíè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ λ ìîæíî ïðîèçâåñòè ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ 9. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Áîêñà-Êîêñà íå òîëüêî ïîçâîëÿåò ïðèéòè ê íîðìàëüíîñòè, íî è, â
ðÿäå ñëó÷àåâ, ñòàáèëèçèðîâàòü äèñïåðñèþ îøèáîê, à òàêæå èçáàâèòüñÿ îò íåëèíåéíîñòè
(ñì. òàêæå ðàçäåë 2.4.2)

Ñàìûì òèïè÷íûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèìåíÿåìîå
òîãäà, êîãäà îøèáêè èìåþò ìóëüòèïëèêàòèâíûé õàðàêòåð (ïðèâîäÿùèé ê ëîãàðèôìè-
÷åñêè íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ), à íå àääèòèâíûé (ïðèâîäÿùèé ê îáû÷íîìó íîð-
ìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ). Î÷åíü ìíîãèå ýêîíîìè÷åñêèå äàííûå èìåþò ðàñïðåäåëåíèå,
áëèçêîå ê ëîãíîðìàëüíîìó (äîõîäû íàñåëåíèÿ, îáúåì ïðîèçâîäñòâà, çàíÿòîñòü, êàïè-
òàë ïðîìûøëåííûõ ïðåäïðèÿòèé, ïàðàìåòðû áþäæåòîâ ðàçíûõ ñòðàí èëè ðåãèîíîâ, è
ò. ï.). Åùå îäíèì àðãóìåíòîì â ïîëüçó ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ
ìîæíî ñ÷èòàòü òî, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè
Êîááà-Äóãëàñà ïðèâîäèò åå ê ëèíåéíîìó âèäó.

Ñëåäóåò, âïðî÷åì, èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîêñà-Êîêñà
(êàê è ëþáîãî äðóãîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ) ìîãóò âîçíèêíóòü ñëîæíîñòè ñ èíòåðïðåòàöèåé
ðåãðåññèîííîé ìîäåëè, åå îøèáîê èëè êîýôôèöèåíòîâ. Â ñëó÷àå ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì

9 Hîðìèðîâêà íà ẏ äåëàåòñÿ èìåííî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷àòü êîððåêòíûå îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäî-
áèÿ.
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ïðåîáðàçîâàíèåì êîýôôèöèåíòû èìåþò âïîëíå ïîíÿòíóþ ýêîíîìèñòó èíòåðïðåòàöèþ
ýëàñòè÷íîñòåé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïî îáúÿñíÿþùåé.
Stata Ïðåîáðàçîâàíèå Áîêñà-Êîêñà âûïîëíÿåòñÿ êîìàíäîé boxcox. Îïöèÿ boxcox . . . ,

graph ïîçâîëÿåò âûâåñòè ãðàôèê èòåðàöèé ïðîöåäóðû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ. Ïðåîáðàçîâàííûå çíà÷åíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü êîìàíäîé predict . . . , tyhat èëè
îïöèåé boxcox . . . , generate . Çàäàâ, ïîìèìî ïðåîáðàçóåìîé ïåðåìåííîé, ñïèñîê ðå-
ãðåññîðîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ðåãðåññèè

y(λ) = XTβ + îøèáêè, (2.40)

ðåçóëüòàòû êîòîðîé ìîæíî âîñòðåáîâàòü êîìàíäîé regress áåç ïàðàìåòðîâ. Áîëåå
ìîùíûé âàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîêñà-Êîêñà äàåòñÿ êîìàíäîé boxcox2, äîñòóïíîé
â îôèöèàëüíîì äîïîëíåíèè STB-54.

2.4 Ïðî÷èå îòêëîíåíèÿ îò ìîäåëè

Ïîìèìî îòêëîíåíèé îò äîïóùåíèé (2.5)�(2.9), â ðåàëüíîé æèçíè íàðóøàåòñÿ è óñëî-
âèå (2.2) íà ñàì âèä ìîäåëè, ÷òî òàêæå íåîáõîäèìî óìåòü äèàãíîñòèðîâàòü è èñïðàâ-
ëÿòü.

2.4.1 Ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè: âûáîð íóæíûõ ïåðåìåííûõ

Â ðåãðåññèþ, àíàëèçèðóåìóþ èññëåäîâàòåëåì, ìîãóò áûòü êàê âêëþ÷åíû ïåðåìåííûå,
íå ñâÿçàííûå ñ çàâèñèìîé, òàê è ïðîïóùåíû ïåðåìåííûå, ñóùåñòâåííûå äëÿ åå îáúÿñ-
íåíèÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñíèæàåòñÿ: îöåíêè �çà-
øóìëÿþòñÿ�, õîòÿ è îñòàþòñÿ íåñìåùåííûìè. Êðîìå òîãî, âêëþ÷åíèå äîïîëíèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ íåñåò ðèñê âîçíèêíîâåíèÿ èëè óñèëåíèÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè, ÷òî òàêæå
ñîïðÿæåíî ñ óâåëè÷åíèåì äèñïåðñèè. Âî âòîðîì ñëó÷àå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ìîãóò
áûòü ñìåùåííûìè, à â ñèëó íåäîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè ìîäåëè îñòàòêè áóäóò ñëèøêîì
âåëèêè (ò. å. îöåíêà äèñïåðñèè îøèáîê áóäåò ñìåùåíà ââåðõ).

Ê ñîæàëåíèþ, îäíîçíà÷íûõ ðåöåïòîâ âûáîðà ïåðåìåííûõ, êîòîðûå íàäî îñòàâèòü â
ðåãðåññèè, íå ñóùåñòâóåò. Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî ïðåäïî÷òèòåëüíåå èçíà÷àëüíî âêëþ-
÷àòü â ðåãðåññèþ êàê ìîæíî áîëüøå ïåðåìåííûõ (óâåëè÷åíèå äèñïåðñèè âñå-òàêè íå òàê
ïëîõî, êàê ñìåùåíèå îöåíîê).
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Åñëè æå íåîáõîäèìî, èç òåõ èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé, îãðàíè÷èòü ðàçìåðíîñòü ìîäå-
ëè, òî îáû÷íî èñïîëüçóåìûå ïðîöåäóðû âêëþ÷àþò â ñåáÿ ìåòîäû ïîøàãîâîãî îòáîðà
èëè óäàëåíèÿ ïåðåìåííûõ, îñíîâàííûå íà òåñòàõ îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èëè èí-
ôîðìàöèîííûõ êðèòåðèÿõ, â êîòîðûõ îäíè ÷ëåíû ó÷èòûâàþò òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ,
à äðóãèå øòðàôóþò çà èçëèøíå áîëüøîå ÷èñëî ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ.
Stata Ðåøåíèå çàäà÷è âûáîðà ðåãðåññîðîâ â ïàêåòå Stata âûïîëíÿåòñÿ ìåòàêîìàíäîé sw

(àíãë. stepwise). Ïîëíûé ñèíòàêñ ïðîöåäóðû âûáîðà ðåãðåññîðîâ â ëèíåéíîé ìîäåëè
áóäåò èìåòü âèä sw regress depvar varlist, îïöèè , ãäå îïöèè îïèñûâàþò ïàðàìåò-
ðû âêëþ÷åíèÿ â ìîäåëü è èñêëþ÷åíèÿ èç íåå îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ èç ñïèñêà
varlist. Êðèòåðèåì, íà îñíîâå êîòîðîãî äåëàåòñÿ ðåøåíèå î âêëþ÷åíèè èëè èñêëþ-
÷åíèè ïåðåìåííîé èç ñïèñêà ðåãðåññîðîâ, ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïî-
äîáèÿ.

Ïîïóëÿðíîé ìåðîé, õàðàêòåðèçóþùåé êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ ìîäåëè (goodness of
fit), ÿâëÿåòñÿ äîëÿ îáúÿñíåííîé äèñïåðñèè R2: ÷åì âûøå, ò.å. áëèæå ê 1, ñòàòèñòèêà
R2, òåì ëó÷øå. Ýòà ñòàòèñòèêà íàñòîëüêî ïîïóëÿðíà, ÷òî äëÿ öåëîãî ðÿäà ìîäåëåé
áûëè ïðèäóìàíû êâàçè-R2, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå 0, åñëè ìîäåëü íå èìååò íèêàêîé
îáúÿñíÿþùåé ñèëû, è 1, åñëè äàííûå îáúÿñíåíû ïîëíîñòüþ. Ñëåäóåò, îäíàêî èìåòü â
âèäó, ÷òî:

• ñòàòèñòèêà R2 âîçðàñòàåò ñ äîáàâëåíèåì íîâûõ ðåãðåññîðîâ, à ïðè êîëè÷åñòâå ðå-
ãðåññîðîâ, ðàâíîìó êîëè÷åñòâó íàáëþäåíèé, ãàðàíòèðîâàííî äîñòèãàåò åäèíèöû
(÷òî, îäíàêî, íå îçíà÷àåò, ÷òî äàííûå õîðîøî è ïîëíîñòüþ îïèñàíû: äèñïåðñèÿ
ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé áóäåò ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè).

• ñòàòèñòèêà R2 íå ðîáàñòíà: ïðè íàëè÷èè âûáðîñîâ R2 → 1.

• êâàçè-R2 ìîãóò â äåéñòâèòåëüíîñòè èìåòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íàìíîãî ìåíüøå
1, è â ñèëó ýòîãî èõ öåííîñòü, ìÿãêî ãîâîðÿ, íåâåëèêà.

• ñòàòèñòèêà R2 õàðàêòåðèçóåò òîëüêî ïðîãíîñòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ìîäåëè (good-
ness of fit). Àíàëèç ïðè÷èííûõ ñâÿçåé � çàäà÷à ãîðàçäî áîëåå òÿæåëàÿ è òðå-
áóþùàÿ ïðèìåíåíèÿ âåñüìà ìîùíûõ âåðîÿòíîñòíûõ êîíöåïöèé (ïðè÷èííîñòü ïî
Ãðýíæåðó, Granger causality test ((Handbook 1983, 1984, 1986, 1994)).
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Ìîäèôèêàöèåé R2, ó÷èòûâàþùåé ïåðâûé èç óêàçàííûõ ýôôåêòîâ, ÿâëÿåòñÿ ñòàòè-
ñòèêà R2

adj, â êîòîðîé áîëåå òîíêî ó÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîäåëè:

R2
adj = 1− eTe/n− p

yTy/n− 1
, (2.41)

ãäå e � âåêòîð ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ, à y � (öåíòðèðîâàííûé) âåêòîð çíà÷åíèé çà-
âèñèìîé ïåðåìåííîé.

Áîëåå óäà÷íû, â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå, èíôîðìàöèîííûå êðèòåðèè , ñîîòíîñÿùèå
èíôîðìàöèþ, ïðåäîñòàâëÿåìóþ ìîäåëüþ, è èíôîðìàöèþ, èìåþùóþñÿ â äàííûõ. Èõ
èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî �êà÷åñòâî ìîäåëè� äîñòèãàåòñÿ êàê áàëàíñ êà÷åñòâà ïðèáëè-
æåíèÿ ê ðåàëüíûì äàííûì è ñòàòèñòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ìîäåëè, ñâÿçàííîé ñî ñëèøêîì
áîëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ (overparametrization), ïîýòîìó ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ ñîñòî-
èò èç øòðàôà çà íåäîñòàòî÷íóþ ïîäãîíêó è øòðàôà çà èçëèøíåå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ 10.
Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì, à ïîòîìó íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì èíôîðìàöèîííûì êðèòåðèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ êðèòåðèé Àêàéêå (AIC, Akaike information criteria):

AIC = −2 lnL(θ̂) + 2p, (2.42)

ãäå L(θ̂) � çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (åå ëîãàðèôì ñâîäèòñÿ ê îñòàòî÷íîé ñóì-
ìå êâàäðàòîâ â íîðìàëüíîì ñëó÷àå), à p � êîëè÷åñòâî ðåãðåññîðîâ. �Îïòèìàëüíàÿ� â
ñìûñëå äàííîãî êðèòåðèÿ ðåãðåññèÿ áóäåò äîñòàâëÿòü ìèíèìóì êðèòåðèþ AIC. Äðóãîé
âàðèàíò, áàéåñîâñêèé êðèòåðèé Øâàðöà (Schwarz Bayesian information criterion, SBIC,
BIC), èñïîëüçóåò â êà÷åñòâå øòðàôà çà ïàðàìåòðû p lnn, ãäå n � ÷èñëî íàáëþäåíèé:

SBIC = −2 lnL(θ̂) + p lnn, (2.43)

Ïîñêîëüêó êðèòåðèé Øâàðöà ñèëüíåå øòðàôóåò çà ëèøíèå ïàðàìåòðû, îí âûáèðàåò
ìîäåëè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.
Stata Ê ñîæàëåíèþ, â ïàêåòå Stata íåò âñòðîåííûõ êîìàíä, ïîñâÿùåííûõ èíôîðìàöèîí-

íûì êðèòåðèÿì. Åñòü, îäíàêî, ïðîãðàììà fittest, íàõîäÿùàÿñÿ â àðõèâå SSC-IDEAS
10 Ôîðìàëüíî, èíôîðìàöèîííûå êðèòåðèè ÿâëÿþòñÿ áîëåå òî÷íûìè îöåíêàìè îæèäàåìîé èíôîðìà-

öèè ìîäåëè, èëè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, ÷åì ñàìî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
ôóíêèè ïðàâäîïîäîáèÿ, ïîëó÷åííîå â õîäå îöåíèâàíèÿ ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Îöåí-
êè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ îêàçûâàþòñÿ áëèæå ê äàííûì, ÷åì ê èñòèííîé ìîäåëè. Ñì., íàïð.,
Konishi and Kitagawa (1996).
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(http://ideas.uqam.ca ), êîòîðàÿ âûäàåò òàêæå çíà÷åíèÿ R2, R2
adj , èíôîðìàöèîí-

íûõ êðèòåðèåâ Àêàéêå è Øâàðöà, à òàêæå ðÿä ñòàòèñòèê, îòíîñÿùèõñÿ â îñíîâíîì
ê ëîãèñòè÷åñêèì ðåãðåññèÿì. Äðóãàÿ ïðîãðàììà, âû÷èñëÿþùàÿ êðèòåðèè Àêàéêå,
Øâàðöà, à òàêæå êðèòåðèé èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè Áîçäîãàíà, íàõîäèòñÿ íà
web-ñòðàíè÷êå àâòîðà è íàçûâàåòñÿ icomp11.

2.4.2 Íåëèíåéíîñòü

Äðóãèì âîçìîæíûì íàðóøåíèåì êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðåãðåññèè ìîæåò áûòü ñëó÷àé,
êîãäà ôóíêöèÿ ðåãðåññèè E[y|x] íåëèíåéíà. Èãíîðèðîâàíèå íåëèíåéíîñòè ìîæåò ïðåä-
ñòàâëÿòü îïðåäåëåííóþ ïðîáëåìó, ïîñêîëüêó íåó÷òåííàÿ íåëèíåéíîñòü îòçîâåòñÿ èçìå-
íåíèåì ñâîéñòâ îñòàòêîâ. Îíè îêàçûâàþòñÿ ñìåùåííûìè, ó íèõ âîçíèêàåò êîððåëÿöèîí-
íàÿ ñòðóêòóðà, à çíà÷èò, ñìåùàþòñÿ è êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ
è, â êîíå÷íîì èòîãå, t- è F-ñòàòèñòèêè. Ýòà ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â
òåðìèíàõ ïðîïóùåííûõ ïåðåìåííûõ (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ðåãðåññèè ïðîïóùåíû íåîá-
õîäèìûå íåëèíåéíûå ÷ëåíû), è îäèí èç âàðèàíòîâ òåñòà íà íåó÷òåííóþ íåëèíåéíîñòü
áûë ïðåäëîæåí â 1960-õ ãã. Ðàìñååì. Â ýòîì òåñòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ
ðåãðåññèÿ âèäà

ei =
K∑
k=1

γkŷ
k
i + îøèáêài, (2.44)

ãäå ŷi � ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ èç îáû÷íîé ëèíåéíîé ÌÍÊ-ðåãðåññèè, à ei � åå îñòàòêè,
è ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà H0 : γ = 0.
Stata Òåñò Ðàìñåÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïàêåòå Stata êîìàíäîé ovtest. Stata èñïîëüçóåò ïåð-

âûå ÷åòûðå ñòåïåíè (K = 4) ðåãðåññîðîâ èëè ïðåäñêàçàííûõ çíà÷åíèé íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé.

11 Ê ñîæàëåíèþ, ýòè ïðîãðàììû äàþò ðàçíûå ðåçóëüòàòû; ìîãó òîëüêî ñêàçàòü â ñâîå îïðàâäàíèå, ÷òî
ÿ ïîëüçîâàëñÿ èìåííî ïðèâåäåííûìè âûøå ôîðìóëàìè, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, âûâåäåíû èç ïåðâûõ
ïðèíöèïîâ. Â ñòàòèñòè÷åñêîé è ýêîíîìåòðè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ãóëÿþò è äðóãèå îïðåäåëåíèÿ èíäåêñîâ
AIC è SBIC � íàïðèìåð, ÷åðåç îñòàòî÷íûå ñóììû êâàäðàòîâ, ê êîòîðûì ýòè êðèòåðèè ñâîäÿòñÿ â
íîðìàëüíîì ñëó÷àå ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè. Âñëåäñòâèå ýòîãî íåò îäíîçíà÷íîñòè è â ïóáëèêóåìûõ
ñòàòüÿõ, â êîòîðûõ àâòîðû âûáèðàþò ñ ïîìîùüþ èíôîðìàöèîííûõ êðèòåðèåâ òó èëè èíóþ ìîäåëü.
Îïàñàéòåñü ïîääåëîê!
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Íåëèíåéíîñòü ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ ðåãðåññèè ñâÿçàíà ñ èçâåñòíû-
ìè íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ðåãðåññîðîâ (íàïðèìåð, â ìîäåëÿõ âèäà y = a+bx2 +ε, y =

a sin x + ε, y = axbeε, ãäå ε � �õîðîøèå� (öåíòðèðîâàííûå, íåçàâèñèìûå, ñ êîíå÷íîé
äèñïåðñèåé) îøèáêè. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåìåííûõ çàäà÷ó ìîæ-
íî ñâåñòè ê êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåññèè, ãäå ëèíåéíîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê
ëèíåéíîñòü îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ.

Â áîëåå ñåðüåçíûõ ñëó÷àÿõ íåëèíåéíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé, ò.å. íå ñâîäèìîé ê
ëèíåéíîé ìîäåëè. Ôóíêöèÿ ðåãðåññèè èìååò îáùèé âèä

yi = f(xi, β) + εi, (2.45)

ãäå f(·) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà ( y = a sin(bx+c)+ε, y = axb+ε �
÷åì îòëè÷àþòñÿ ýòè ôóíêöèè îò ïðèâåäåííûõ âûøå?). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíûé
ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (àíãë. NLS, non-linear least squares) îáåñïå÷èâàåò íàè-
áîëåå ýôôåêòèâíûå, â îïðåäåëåííîì êëàññå ìàêñèìèçàöèîííûõ çàäà÷, îöåíêè èñêîìûõ
ïàðàìåòðîâ.
Stata Ïàêåò Stata ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü è òàêèå íåëèíåéíûå ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ êîìàíäû

nl. ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé êîìàíäîé, íåîáõîäèìî íàïèñàòü íåáîëüøóþ ïðî-
ãðàììó ñ äîñòàòî÷íî æåñòêî çàôèêñèðîâàííûì ñèíòàêñèñîì, êîòîðàÿ áóäåò âû÷èñ-
ëÿòü çíà÷åíèå ôóíêöèè ðåãðåñèè f(·) è ïåðåäàâàòü íà îïòèìèçàöèþ nl.

2.4.3 Èäåíòèôèêàöèÿ ðåçêî âûäåëÿþùèõñÿ íàáëþäåíèé

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ÌÍÊ-îöåíêè íåðîáàñòíû, âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íå ïî-
ëó÷èòñÿ ëè òàê, ÷òî ìàëîå ÷èñëî âûäåëÿþùèõñÿ íàáëþäåíèé áóäåò çàäàâàòü òàêóþ
ïîâåðõíîñòü ðåãðåññèè, êîòîðàÿ áóäåò èìåòü ìàëî îáùåãî ñ ïîâåðõíîñòüþ, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç áîëüøèíñòâî òî÷åê? Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïàðíîé ðåãðåññèè � ìîæåò ëè ñëó÷èòü-
ñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ ðåãðåññèè ïðîéäåò ÷åðåç îäíó òî÷êó è öåíòð ìàññ îñòàëüíûõ? Óâû, îò-
âåò ïîëîæèòåëüíûé: íàëè÷èå âûäåëÿþùèõñÿ íàáëþäåíèé (influential observations), èëè
âûáðîñîâ (outliers) � ÿâëåíèå ñêîðåå òèïè÷íîå, íåæåëè ðåäêîå, â ïðèêëàäíîì àíàëèçå.
Èíîãäà ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îòäåëüíûå íàáëþäåíèÿ äåéñòâèòåëüíî ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ
îò îñòàëüíûõ (íàïðèìåð, Ìîñêâà ïðàêòè÷åñêè âñåãäà âûäåëÿåòñÿ ïðè àíàëèçå äàííûõ
ïî ðåãèîíàì Ðîññèè), à èíîãäà ìîæåò áûòü âûçâàíî îøèáêîé âî ââîäå äàííûõ � íåïðà-
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Ðèñ. 2.1: Ëèíèÿ ðåãðåññèè îòòÿíóòà íà ñåáÿ âûáðîñîì. Èñòèííàÿ ëèíèÿ ðåãðåññèè: y =

1− x+ ε

âèëüíî ïîñòàâëåííàÿ äåñÿòè÷íàÿ çàïÿòàÿ, ïðîïóñê öèôðû ïðè ââîäå äàííûõ èëè çàïèñü
âåëè÷èíû â ìèëëèîíàõ ðóáëåé âìåñòî òûñÿ÷ (â ðåçóëüòàòå äåíîìèíàöèè 1997 ã.), è ò. ï.
Íàêîíåö, äàëåêî îòñòîÿùèå (â òåðìèíàõ ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé) îò îñíîâíîé ìàñ-
ñû äàííûõ òî÷êè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ â àñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ (ëîãíîðìàëüíîå,
ãàììà) èëè â ðàñïðåäåëåíèÿõ ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè (ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà).

×ðåçìåðíî âûñîêîå âëèÿíèå îòäåëüíûõ íàáëþäåíèé ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
äàííîå íàáëþäåíèå îòñòîèò äàëåêî îò îñòàëüíûõ íàáëþäåíèé â ïðîñòðàíñòâå ðåãðåññî-
ðîâ (è, ñîîòâåòñòâåííî, îáëàäàåò áîëüøèì ïëå÷îì (àíãë. leverage) â âîçäåéñòâèè íà äàí-
íûå), à ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ áîëüøîé îøèáêîé εi â äàííîì íàáëþäåíèè. Ìîæåò áûòü,
÷òî îáà ôàêòîðà íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà, ÷òî ìîæåò êàê óñóãóáèòü (ðèñ. 2.4.3),
òàê è îáëåã÷èòü ñèòóàöèþ.

Âûÿâëÿòü âûäåëÿþùèåñÿ íàáëþäåíèÿ ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì 12. Ðàññìîòðèì
12 Äàííàÿ òåìà, ïîæàëóé, íàèìåíåå òèïè÷íà äëÿ ñòàíäàðòíûõ êóðñîâ ïî ýêîíîìåòðèêå, õîòÿ ñòàòè-
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ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé:

ŷ = Xβ̂ = X(XTX)−1XTy ≡ Hy (2.46)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû H íåñóò èíôîðìàöèþ î êîíôèãóðàöèè òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ðå-
ãðåññîðîâ X è â òî æå âðåìÿ íåïîñðåäñòâåííî çàäàþò âëèÿíèå êàæäîé òî÷êè yi íà âñå
ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ ŷ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî hii =

∑n
j=1 h

2
ij, è ïîýòîìó ìåðîé âëèÿíèÿ

i-òî÷êè ìîæíî ïîëîæèòü hi ≡ hii (àíãë. hat value, èìååò ñìûñë óñëîâíîé êîððåëÿöèè
íàáëþäåííîãî è ïðîãíîçíîãî çíà÷åíèé ïðè ôèêñèðîâàííîé îñòàëüíîé âûáîðêå). Äàëåå,
1/n ≤ hi ≤ 1, ïðè÷åì ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíÿåòñÿ p/n, è ïîýòîìó ïîòåíöèàëüíî âûäåëÿ-
þùèåñÿ íàáëþäåíèÿ ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü ïî âûñîêîìó çíà÷åíèþ hi � íàïðèìåð,
áîëüøå 3p/n.
Stata hat-values ìîæíî ïîëó÷èòü êîìàíäîé predict . . . , hat, îòäàâàåìîé ïîñëå êîìàíäû

regress.

Ïîìèìî èäåíòèôèêàöèè �îïàñíûõ� òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ðåãðåññîðîâ, âëèÿíèå íà
îöåíêè ÌÍÊ áóäóò îêàçûâàòü, êàê óïîìèíàëîñü âûøå, áîëüøèå îøèáêè. Îñòàòêè ðå-
ãðåññèè êàê òàêîâûå, ïî âñåé âèäèìîñòè, íå îáÿçàòåëüíî áóäóò äîñòàòî÷íî èíôîðìàòèâ-
íû, ïîñêîëüêó â ñîâîêóïíîñòè îíè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, è, áîëåå òîãî, ÌÍÊ ñòðå-
ìèòñÿ ïðîâåñòè ïîâåðõíîñòü ðåãðåññèè êàê ìîæíî áëèæå ê äàëåêî îòñòîÿùèì äàííûì.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåçàâèñèìûõ îñòàòêîâ íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü äàííîå i-å íàáëþäåíèå,
ïðîãíàòü ðåãðåññèþ çàíîâî è ïîëó÷èòü ñòüþäåíòèçèðîâàííûå îñòàòêè 13:

e∗i =
ei

s
(i)
e

√
1− hi

, (2.47)

ãäå s(i)
e � îöåíêà ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ îñòàòêîâ ïðè èñêëþ÷åíèè i-ãî íàáëþäåíèÿ,

à ïîÿâëåíèå êîýôôèöèåíòà √1− hi ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî Var ei|H0 = (1 − hi)σ2. Ïðè íó-
ëåâîé ãèïîòåçå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê âåëè÷èíà e∗i èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Ñòüþäåíòà ñ N − p − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íîé âåëè÷èíîé áóäåò
ñòèêàì îíà èçâåñòíà íå ïåðâûé è äàæå íå âòîðîé äåñÿòîê ëåò. Ëþáîïûòíûé ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè
ðàçâèòèå òåìû â Draper, Smith (1998), Fox (1997), Smith and Young (2001).

13 Íàçûâàåìûå òàêæå îñòàòêàìè ïî ìåòîäó ñêëàäíîãî íîæà, jack-knife, íàçûâàåìîãî òàêæå ìåòîäîì
ðàñùåïëåíèÿ âûáîðêè. Åãî èäåÿ êàê ðàç è çàêëþ÷àåòñÿ â èñêëþ÷åíèè îòäåëüíûõ íàáëþäåíèé, îöå-
íèâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ñ èñêëþ÷åííûì íàáëþäåíèåì è ñîñïîñòàâëåíèÿ ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñ
îöåíêàìè, ïîëó÷åííûìè ïî ïîëíîé âûáîðêå Ýôðîí (1988).
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t-ñòàòèñòèêà äëÿ êîýôôèöèåíòà γ â ðåãðåññèè y = XTβ + γDi + εi, ãäå Di � áèíàðíàÿ
ïåðåìåííàÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå â i-é òî÷êå è íóëþ â îñòàëüíûõ.

Cî÷åòàíèå �áîëüøîãî ïëå÷à� è áîëüøîãî îñòàòêà âûÿâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè D-ñòàòèñòèêè
Êóêà (àíãë. Cook's distance):

Di =
e2
i

p

hi
1− hi

(2.48)

Ñàìûå âûñîêèå çíà÷åíèÿ D-ñòàòèñòèêè ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî äàííîå íàáëþäåíèå
äîñòàòî÷íî çàìåòíî èçìåíÿåò ÌÍÊ-îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ. Ýìïèðè÷åñêîå çíà÷åíèå ïî-
ðîãà �òðåâîæíîñòè� � Di >

4
N−p .

Íåïîñðåäñòâåííîå âëèÿíèå îòäåëüíûõ íàáëþäåíèé íà îöåíêó êîýôôèöèåíòà β̂k äà-
åòñÿ ñòàòèñòèêîé DFBETAk,i:

DFBETAk,i =
β̂k − β̂(i)

k

(V̂arβ
(i)
k )1/2

, (2.49)

ãäå âåðõíèé èíäåêñ (i) ïîêàçûâàåò, ÷òî èç ðàñ÷åòîâ èñêëþ÷åíî i-å íàáëþäåíèå. Èíûìè
ñëîâàìè, ìû ïîëó÷àåì îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ è îöåíêó èõ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïî
ìåòîäó ñêëàäíîãî íîæà è ñòðîåì ÷òî-òî âðîäå t-ñòàòèñòèêè, ïîêàçûâàþùåé îòêëîíåíèå
êîýôôèöèåíòà ïðè èñêëþ÷åíèè äàííîãî íàáëþäåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé èíòåðïðå-
òàöèåé, ñëåäóåò îáðàùàòü âíèìàíèå íà íàáëþäåíèÿ ñ |DFBETAk,i| > 2/

√
n− p.

Åùå îäíà ñòàòèñòèêà äèàãíîñòèêè âëèÿíèÿ íàáëþäåíèé ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ñèëü-
íî äàííîå íàáëþäåíèå îòòÿãèâàåò íà ñåáÿ ëèíèþ ðåãðåññèè:

DFFITSi = e∗i

√
hii

1− hii
(2.50)

Çäåñü hii â ÷èñëèòåëå ó÷èòûâàåò, íàñêîëüêî äàëåêî äàííàÿ òî÷êà îòñòîèò îò îñíîâíîãî
ìàññèâà, à 1 − hii äàåò ïîïðàâêó íà äèñïåðñèþ îñòàòêîâ. Êàê è ðàññòîÿíèå Êóêà, ýòà
ñòàòèñòèêà ó÷èòûâàåò è âåëè÷èíó îñòàòêà, è åãî ïëå÷î â âîçäåéñòâèè íà ëèíèþ ðåãðåñ-
ñèè. Åñëè àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñòàòèñòèêè DFFITSi â i-ì íàáëþäåíèè ñâûøå 2

√
p/n,

òî, âîçìîæíî, ýòî íàáëþäåíèå çàìåòíî ñìåùàåò âñþ ëèíèþ ðåãðåññèè.
Stata Ñòüþäåíòèçèðîâàííûå îñòàòêè ìîæíî ïîëó÷èòü êîìàíäîé predict . . . , rstudent

ïîñëå êîìàíäû regress. D-ñòàòèñòèêà Êóêà âû÷èñëÿåòñÿ êîìàíäîé predict . . . ,
cooksd, ñòàòèñòèêè DFBETA� predict . . . , dfbeta(èìÿ ïåðåìåííîé) èëè îòäåëü-
íîé êîìàíäîé dfbeta, ñòàòèñòèêè DFFITS � êîìàíäîé predict . . . , dfits.
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2.4.4 Âèçóàëüíûé àíàëèç

Âèçóàëüíûé àíàëèç ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïîäñïîðüåì â äèàãíîñòèêå ðåãðåññèé íå
î÷åíü áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé è çà÷àñòóþ ìîæåò ïîìî÷ü âûÿâèòü áîëüøèíñòâî óïîìÿ-
íóòûõ âûøå íàðóøåíèé êëàññè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå âèäû ãðà-
ôèêîâ, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà �àäåêâàòíîñòè� ðåãðåññèè.
Stata Ïðàêòè÷åñêè âñÿ ãðàôèêà Stata ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòàìè êîìàíäû graph, ó êîòîðîé èìå-

åòñÿ äîáðàÿ ñîòíÿ ðàçíîîáðàçíûõ îïöèé íà ðàçíîîáðàçíûå ñëó÷àè æèçíè. Íàèáîëåå
÷àñòî èñïîëüçóåìûå ãðàôèêè ðåàëèçîâàíû â âèäå îòäåëüíûõ êîìàíä. Ñì. ðàçäåë 3.14.

• Ïåðåä íà÷àëîì àíàëèçà, åùå äî ñòàäèè îöåíèâàíèÿ ðåãðåññèè, ìîæíî ïðîàíàëè-
çèðîâàòü ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèìîé è íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ñèëüíàÿ àñèì-
ìåòðèÿ ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ê
íîðìàëüíîñòè, ìíîãîìîäàëüíîñòü � î íàëè÷èè ñòðóêòóðû ãðóïï íàáëþäåíèé (êî-
òîðóþ ìîæíî ó÷åñòü, ââåäÿ áèíàðíûå ïåðåìåííûå), è ò. ä.

Stata Îáùàÿ ñâîäêà îïèñàòåëüíûõ ñòàòèñòèê ïî îäíîé èëè íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì âû-
âîäèòñÿ êîìàíäîé summarize . Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ îòäåëüíîé
ïåðåìåííîé, ò. å. ãèñòîãðàììó, ìîæíî ïîëó÷èòü êîìàíäîé graph �èìÿ ïåðåìåííîé� .
Áîëåå ïðîäâèíóòûå âàðèàíòû àíàëèçà âêëþ÷àþò â ñåáÿ èñïîëüçîâàíèå ÿäåðíûõ îöå-
íîê ïëîòíîñòè (kdensity), íîðìàëüíîé áóìàãè (qnorm), à òàêæå ïðî÷èå äèàãíîñòè-
÷åñêèå ãðàôèêè (îïèñàíèå êîòîðûõ ìîæíî íàéòè ïî êëþ÷åâîìó ñëîâó diagplots)
è áîëåå ñîâåðøåííûå ñðåäñòâà ñîçäàíèÿ ãèñòîãðàìì (ïðîãðàììà histplot , çàãðó-
æàåìàÿ ñ àðõèâà ïðîãðàììíûõ êîìïîíåíòîâ SSE-IDEAS, íàõîäÿùåãîñÿ â Áîñòîí-
ñêîì Êîëëåäæå: http://ideas.uqam.ca ). Íàêîíåö, îòíîñèòåëüíî ïðîñòûì òåñòîì íà
íîðìàëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ òåñò ïî òðåòüåìó è ÷åòâåðòîìó ìîìåíòàì (êîòîðûå, ïðè ñî-
îòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêå, ðàâíû íóëþ ó íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, è ñîâìåñò-
íîå âûáîðî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì) � sktest, îò àíãë.
skewness-kurthosis test.

• Àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ìîæíî âûïîëíèòü â îòíîøåíèè ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ
. . . 14

14 Ñëåäóåò, âïðî÷åì, èìåòü â âèäó, ÷òî áîëüøèå îøèáêè (ïðèâîäÿùèå ê ðåãðåññèîííûì âûáðîñàì)
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Stata . . . êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü êîìàíäîé predict . . . , residuals ïîñëå regress.

• Ñâÿçü îòäåëüíûõ ðåãðåññîðîâ ñ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ìîæíî ïðîñëåäèòü íà äèà-
ãðàììàõ ðàññåÿíèÿ. Ïðè ïîìîùè ýòèõ ãðàôèêîâ óæå ìîæíî âûÿâèòü îïðåäåëåí-
íûå íåäîñòàòêè ðåãðåññèè. Òàê, åñëè íà äèàãðàììå ðàññåÿíèÿ áîëüøàÿ ÷àñòü äàí-
íûõ ãðóïïèðóåòñÿ âîçëå íóëÿ, è åñòü íåñêîëüêî òî÷åê â îñòàâøåìñÿ ïîëå, òî, ñêîðåå
âñåãî, äàííûå íåîáõîäèìî òðàíñôîðìèðîâàòü, ÷òîáû ñíèçèòü âëèÿíèå óäàëåííûõ
òî÷åê.
Ïðèìåð äèàãðàììû ðàññåÿíèÿ äâóõ àñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðèâîäèòñÿ íà
ðèñ. 2.4.4.
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��

Ðèñ. 2.2: ×àñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îáåèõ ïåðåìåííûõ àñèììåòðè÷íû; ãðàôèê çàïîëíåí â
îñíîâíîì îêîëî íóëÿ è âîçëå îñåé; íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàíèå ê íîðìàëüíîñòè?

Áîëåå ñîäåðæàòåëüíûì, â ðåãðåññèîííîì êîíòåêñòå, ãðàôèêîì áóäåò (÷àñòíàÿ)
äèàãðàììà ðàññåÿíèÿ, î÷èùåííàÿ îò ëèíåéíîãî âêëàäà îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ,

íå îáÿçàòåëüíî ïðèâîäÿò ê áîëüøèì îñòàòêàì. Êðîìå òîãî, îñòàòêè â ñîâîêóïíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè (òàê, èõ ñóììà ðàâíà íóëþ).
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ò. å. äèàãðàììà ðàññåÿíèÿ îñòàòêîâ ðåãðåññèé
y = X(−k)Tβ(−k) + ε(−k) (2.51)

è
Xk = X(−k)Tγ(−k) + δ(−k), (2.52)

ãäå âåðõíèé èíäåêñ (−k) îçíà÷àåò îòóòñòâèå â ñîñòàâå ðåãðåññîðîâ k-é ïåðåìåí-
íîé. Òàêîé ãðàôèê íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì äîáàâëåííîé ïåðåìåííîé (àíãë. added
variable plot) èëè ãðàôèêîì ÷àñòíîé ðåãðåññèè (àíãë. partial regression plot). Ñ åãî
ïîìîùüþ ìîæíî âûÿâëÿòü ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü (âèäà ðîñòà äèñïåðñèè îøèáîê ñ
ðîñòîì êàêîé-ëèáî èç ïåðåìåííûõ), íåëèíåéíîñòü, à òàêæå íàõîäèòü âîçìîæíûå
âûáðîñû.

Stata Ãðàôèê ÷àñòíîé ðåãðåññèè âûâîäèòñÿ êîìàíäîé avplot. Ê ýòîé êîìàíäå, êàê è ê
äðóãèì êîìàíäàì äèàãíîñòèêè, âûâîäÿùèì äâóìåðíûå ãðàôèêè, ïðèëîæèìû áîëü-
øèíñòâî îïöèé äèàãðàìì ðàññåÿíèÿ.

• Îáùóþ ñêðûòóþ íåëèíåéíîñòü è/èëè ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü ìîæíî îáíàðóæèòü è
íà ãðàôèêå îñòàòêîâ â çàâèñèìîñòè îò ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé (ò. å. ïî ãîðèçîíòàëü-
íîé îñè îòêëàäûâàþòñÿ ŷ, à ïî âåðòèêàëüíîé � e). Ïî ïîñòðîåíèþ, ýòè ïåðåìåííûå
íåêîððåëèðîâàíû, ïîýòîìó â îáùåì è öåëîì ãðàôèê äîëæåí ëåæàòü âîêðóã îñè
àáñöèññ.

Stata Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìàíäà íîñèò íàçâàíèå rvfplot � àíãë. residual versus fitted.
Àíàëèòè÷åñêèìè äîïîëíåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû hettest è ovtest.

• Àëüòåðíàòèâîé ãðàôèêó ÷àñòíîé ðåãðåññèè (â îñîáåííîñòè äëÿ äèàãíîñòèêè íåëè-
íåéíîñòè) ìîæåò áûòü ãðàôèê ÷àñòíûõ îñòàòêîâ:

e(k) = e+ βkXk (2.53)

Stata Ñîîòâåòñâóþùèå êîìàíäû Stata � cprplot è acprplot (àíãë. component plus residual).

Âîçìîæíî, êàêèå-òî èç ýòèõ ãðàôèêîâ ìîæíî âêëþ÷àòü â ïóáëèêóåìûå ìàòåðèà-
ëû èññëåäîâàíèÿ � êàê ñâèäåòåëüñòâî îñíîâàòåëüíîãî àíàëèçà äàííûõ è àäåêâàòíîñòè
ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.
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2.4.5 Ìíîæåñòâåííàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç

Îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ ïðîâåðêè íåñêîëüêèõ ãèïîòåç îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ
F -òåñò íà íåñêîëüêî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû âèäà (2.16). Áîëåå òîíêèì
ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà ãèïîòåçû î çíà÷åíèè (çíàêå) îäíîãî è òîãî æå êîýôôèöèåíòà
â íåñêîëüêèõ ðåãðåññèÿõ Òîíêîñòüþ, îáû÷íî èãíîðèðóåìîé, îäíàêî ÷ðåçâû÷àéíî âàæ-
íîé, ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷àåìîãî ñîâîêóïíîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñîáûòèå Ak ñîñòîèò â òîì, ÷òî â k-é ðåãðåññèè íóëåâàÿ ãèïîòåçà
íå îòâåðãíóòà (è, ñîîòâåòñòâåííî, Āk � ÷òî îòâåðãíóòà), òî, î÷åâèäíî,

P
(
∪kĀk

)
≤
∑
k

P
(
Āk
) (2.54)

à ñëåäîâàòåëüíî,

P (∩kAk) ≥ 1−
∑
k

P
(
Āk
) (2.55)

Â ëåâîé ÷àñòè (2.55) ôèãóðèðóåò âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü íóëåâóþ ãèïîòåçó âî âñåõ ðåãðåñ-
ñèÿõ. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñîâîêóïíûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ñîñòàâëÿë
α, òî ñàìûì ïðîñòûì ñïîñîáîì ãàðàíòèðîâàòü ýòîò óðîâåíü çíà÷èìîñòè áóäåò ïîòðåáî-
âàòü, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü (2.54) ïðåâîñõîäèëà 1−α. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîñòåéøèé ñïîñîá
äîáèòüñÿ ýòîãî � ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû óðîâåíü çíà÷èìîñòè â êàæäîì èç òåñòîâ P(Āk) íå
ïðåâîñõîäèë α/K, ãäå K � îáùåå êîëè÷åñòâî òåñòîâ. Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà íàçû-
âàåòñÿ ïðîöåäóðîé Áîíôåððîíè (Bonferroni adjustment) è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèìåðîâ
ïîïðàâîê íà ïðîâåðêó ìíîæåñòâåííûõ ãèïîòåç. Äðóãèå èçâåñòíûå ïðîöåäóðû, çà÷àñòóþ
áîëåå òî÷íûå è ìåíåå êîíñåðâàòèâíûå � ïðîöåäóðû Øåôôå (Sheff�e), Òüþêè (Tukey) è
Âîðêèíãà-Õîòåëëèíãà (Working-Hotelling) ((Øåôôå 1980), (Smith and Young 2001)).

Ïîïðàâêà íà ìíîæåñòâåííîñòü � ïðîöåäóðà ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ, ïîýòîìó ÿâíî âûðà-
æåííîé êîìàíäû Stata äëÿ íåå íåò. Åñëè èññëåäîâàòåëü ñîáèðàåòñÿ ïðèìåíÿòü ïðîöå-
äóðó Áîíôåððîíè è åìó çàðàíåå èçâåñòíî êîëè÷åñòâî ìîäåëåé, êîòîðûå îí áóäåò îöå-
íèâàòü, òî ìîæíî çàäàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâà-
ëîâ ïîñëå îöåíèâàíèÿ ìîäåëåé êîìàíäîé set level . . . . Ïî óìîë÷àíèþ óñòàíàâëèâà-
åòñÿ óðîâåíü çíà÷èìîñòè 95 (ïðîöåíòîâ). Òåêóùåå ñîñòîÿíèå ìîæíî âûÿñíèòü êîìàíäîé
query � ñì. ðàçäåë 3.15.
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2.4.6 Äàííûå ñ ïðîïóñêàìè

Äàííûå ñ ïðîïóñêàìè � ýòî ïðîêëÿòèå èññëåäîâàíèé, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòû
âûáîðî÷íûõ îáñëåäîâàíèé: çà÷àñòóþ, óâû, íåâîçìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî âñå ðåñïîí-
äåíòû äàäóò ïîëíóþ è òî÷íóþ èíôîðìàöèþ. Ýòà òåìà ïðèâëåêëà è ïðèâëåêàåò çíà÷è-
òåëüíîå âíèìàíèå â îáùåñòâåííûõ íàóêàõ, îäíàêî â ýêîíîìåòðèêå, êàê íè ñòðàííî, ýòà
òåìà èçâåñòíà òîëüêî â ðàìêàõ äîâîëüíî óçêèõ ìîäåëåé òîáèò-ðåãðåññèè è âûáîðî÷íî-
ãî îòáîðà (sample selection � ìîäåëü Õåêìàíà). Äàííûé ðàçäåë â çíà÷èòåëüíîé ìåðå
ñëåäóåò Little and Rubin (1987).

Òåðìèíîëîãèÿ

Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ àíàëèçà ðàçíîé ñòåïåíè ñëîæíîñòè ñâÿçàíà ñ òåì,
íàñêîëüêî ïðîñòûì èëè ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçì, ñîãëàñíî êîòîðîìó äàííûå îêàçû-
âàþòñÿ ïðîïóùåííûìè. Ïîëåçíàÿ òåðìèíîëîãèÿ áûëà ââåäåíà â Rubin (1976). Ãîâîðèò-
ñÿ, ÷òî ïðîïóñêè â äàííûõ ïîëíîñòüþ ñëó÷àéíû (data are missing completely at random �
MCAR), åñëè P(Xj ïðîïóùåíî|ïðî÷èå X) íå çàâèñèò íè îò Xj, íè îò ïðî÷èõ X (òî åñòü
ýòà âåðîÿòíîñòü ïîñòîÿííà äëÿ âñåõ íàáëþäåíèé, è íàáëþäàåìûå Xj ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àé-
íîé ïîäâûáîðêîé òåõ Xj, êîòîðûå äîëæíû áûëè ïîëó÷èòüñÿ â ýêñïåðèìåíòå). Ïðîïóñêè
â äàííûõ ñëó÷àéíû (missing at random � MAR), åñëè P(Xj ïðîïóùåíî|ïðî÷èå X) íå çà-
âèñèò îò Xj (íî ìîãóò çàâèñåòü îò äðóãèõ X). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìåõàíèçì
ïðîïóñêîâ íåñóùåñòâåííåí (ignorable), è ê äàííûì ïðèìåíèìû âàðèàöèè ìåòîäà ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Íàêîíåö, åñëè P(Xj ïðîïóùåíî|ïðî÷èå X) çàâèñèò îò ñàìîãî
Xj, òî ìåõàíèçì ïðîïóñêîâ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì (non-ignorable), è äëÿ êîððåêòíîãî
àíàëèçà äàííûõ íåîáõîäèìî çíàòü ýòîò ìåõàíèçì. Ââåäåííûå âûøå ïîíÿòèÿ îòíîñÿòñÿ
ê îòäåëüíûì ïåðåìåííûì, è â ïðåäåëàõ îäíîé è òîé æå áàçû äàííûõ ìîæíî íàáëþ-
äàòü âñå ýòè âàðèàíòû. Ìîæíî ïîñòðîèòü òåñòû, îòëè÷àþùèå MAR îò MCAR, îäíàêî
ïî äàííûì íåâîçìîæíî îòëè÷èòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè MAR, èëè æå ìåõàíèçì ïðîïóñêîâ
ñóùåñòâåííåí.

Â êà÷åñòâå ïîÿñíåíèÿ ÷àùå âñåãî ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð îòâåòîâ íà âîïðîñû, ñâÿçàííûå
ñ äîõîäîì ðåñïîíäåíòîâ. Åñëè âåðîÿòíîñòü ñîîáùèòü ñâîé äîõîä ïîñòîÿííà äëÿ âñåõ ðå-
ñïîíäåíòîâ (íàïðèìåð, 15%), òî äàííûå ñëåäóþò MCAR. Åñëè ýòà âåðîÿòíîñòü ñâÿçàíà
ñ äðóãèìè ïåðåìåííûìè (ñêàæåì, ëþäè ñ áîëåå íèçêèì îáðàçîâàíèåì ðåæå óêàçûâàþò
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ñâîé äîõîä), òî äàííûå ñëåäóþò MAR. Íàêîíåö, åñëè áîëåå áîãàòûå ëþäè ìåíåå îõîò-
íî óêàçûâàþò ñâîé äîõîä, òî ìåõàíèçì ïðîïóñêîâ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, è ýòî, óâû,
íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíûé âàðèàíò.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ìåòîäîâ àíàëèçà, èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå.

Àíàëèç èìåþùèõñÿ äàííûõ

Íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì àíàëèçà äàííûõ ñ ïðîïóñêàìè êàæåòñÿ àíàëèç ïî âñåì
èìåþùèìñÿ äàííûì, ò.å. ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõ íàáëþäåíèé, ïî êîòîðûì íàáëþäàþòñÿ
âñå èíòåðåñóþùèå èññëåäîâàòåëÿ ïåðåìåííûå (complete case analysis). Â ñâåòå âûøåñêà-
çàííîãî î÷åâèäíî, ÷òî îí äàåò íåñìåùåííûå îöåíêè òîëüêî òîãäà, êîãäà äàííûå ñëåäóþò
MCAR. Èíîãäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îòäåëüíûõ ôðàãìåíòîâ àíàëèçà ðàçíûå íàáëþ-
äåíèÿ íà îñíîâàíèè äîñòóïíîñòè òåõ èëè èíûõ äàííûõ � íàïðèìåð, äëÿ ðàñ÷åòà êîð-
ðåëÿöèé èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî íàáëþäåíèÿ, â êîòîðûõ íàáëþäàþòñÿ âñå ïåðåìåííûå,
êîððåëÿöèè êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîñ÷èòàòü . . .

Stata . . . êàê ýòî äåëàåò êîìàíäà correlate . . .

à è òå íàáëþäåíèÿ, ïî êîòîðûì èìåþòñÿ íàáëþäåíèÿ êîíêðåòíîé ïàðû ïåðåìåííûõ
Stata . . . êàê ýòî äåëàåò pwcorr.

Òàêîé ìåòîä ìîæíî íàçâàòü ìåòîäîì äîñòóïíûõ ñëó÷àåâ (available case analysis). Î÷å-
âèäíûé åãî íåäîñòàòîê � ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà ìîæåò
íå áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Åñòåñòâåííî, îãîâîðêà îòíîñèòåëüíî MCAR îòíî-
ñèòñÿ è ê ýòîìó ñëó÷àþ.

Åùå îäíèì ïîïóëÿðíûì ñïîñîáîì ñêîððåêòèðîâàòü âûáîðêó ïðè íàëè÷èè ïðîïóñêîâ
ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå âåñîâ. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ ïîñò-ñòðàòèôèêàöèîííûå
âåñà â ñòðàòèôèöèðîâàííûõ âûáîðî÷íûõ îáñëåäîâàíèÿõ. Ýòè âåñà ñîîòíîñÿò êîëè÷åñòâî
çàïëàíèðîâàííûõ íàáëþäåíèé, êîòîðûå äîëæíû áûëè áûòü ïîëó÷åíû â äàííîé ñòðàòå,
è êîëè÷åñòâî ðåàëüíî íàáëþäàâøèõñÿ âûáîðî÷íûõ åäèíèö.

�Ïîïîëíåíèå� äàííûõ

Ñëåäóþùèì ïî ïîïóëÿðíîñòè ïîäõîäîì ê àíàëèçó íåïîëíûõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
�âïèñûâàíèÿ�, èëè �ïîïîëíåíèÿ� äàííûõ (imputation): íà îñíîâàíèè òåõ èëè èíûõ ñî-
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îáðàæåíèé ñàì èññëåäîâàòåëü èëè åãî ïðîãðàììà âïèñûâàåò íà ìåñòî ïðîïóùåííûõ
äàííûõ êàêèå-òî îñìûñëåííûå, íà âçãëÿä èññëåäîâàòåëÿ èëè ïðîãðàììû, öèôðû. Â
êàêîé-òî ñòåïåíè ïîõîæåé çàäà÷åé ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè è ýêñòðàïîëÿöèè,
êîãäà ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â äðóãèõ òî÷êàõ.
Stata Ñòàíäàðòíûé ìåòîä, ïðåäîñòàâëÿåìûé ïàêåòîì Stata � äåòåðìèíèñòè÷åñêîå ïîïîë-

íåíèå äàííûõ íà îñíîâå ëèíåéíîé ðåãðåññèè. À èìåííî: êîìàíäà impute äëÿ êàæäîãî
íàáëþäåíèÿ (òî÷íåå, äëÿ êàæäîé ãðóïïû íàáëþäåíèé ñ îäèíàêîâîé ñòðóêòóðîé ïðî-
ïóñêîâ) îöåíèâàåò ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ ïî èìåþùèìñÿ ïåðåìåííûì â êà÷åñòâå ðå-
ãðåññîðîâ è ïðîïóùåííûìè ïåðåìåííûìè â êà÷åñòâå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé (äîïîë-
íèòåëüíî èñïîëüçóÿ, åñòåñòâåííî, âñå ñëó÷àè, äëÿ êîòîðûõ ýòà ïåðåìåííàÿ äîñòóïíà
íàðÿäó ñ îñòàëüíûìè èìåþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè) è ñòðîèò ïðîãíîçíîå çíà÷åíèå ïî
ýòîé ðåãðåññèè.

Ìåòîä ïîïîëíåíèÿ äàííûõ ïî ëèíåéíîé ìîäåëè âïîëíå ðàáîòîñïîñîáåí òîãäà, êîãäà
äàííûå ñëåäóþò MAR, è êîãäà ëèíåéíàÿ ìîäåëü äåéñòâèòåëüíî àäåêâàòíî îïèñûâàåò
äàííûå.

Â ñòðàòèôèöèðîâàííûõ îáñëåäîâàíèÿõ ïîïóëÿðåí äðóãîé ìåòîä, íàçûâàåìûé ìå-
òîäîì �ãîðÿ÷åé êîëîäû� (hot deck imputation). Îí, êàê, âïðî÷åì, è âîññòàíîâëåíèå ïî
ëèíåíîé ìîäåëè, îáûãðûâàåò èäåþ âîññòàíîâëåíèÿ äàííûõ ïî óñëîâíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ: åñëè óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèéíàÿ ïåðåìåííàÿ (âîçìîæíî, ìíîãîìåðíàÿ), òî
ïðîïóùåííûå äàííûå ìîæíî ïîäñòàâèòü èç ÷èñëà íàáëþäåííûõ â òîé æå ãðóïïå (èëè,
â íåêîòîðîì áîëåå îáùåì âèäå, ïîäñòàâèòü çíà÷åíèå, íàáëþäåííîå â �ïîõîæåì� ïî ïðî-
÷èì ïðèçíàêàì íàáëþäåíèè). Â ïðîñòåéøåì âèäå ýòîò ìåòîä âîññòàíàâëèâàåò ïðîïóñêè,
ïîëüçóÿñü íàáëþäåíèÿìè â òîé æå ñòðàòå. Òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòîé ïðîöåäóðû íå
âïîëíå ÿñíû.
Stata Èìååòñÿ ïîëüçîâàòåëüñêàÿ êîìàíäà hotdeck, âûïîëíÿþùàÿ ïîïîëíåíèå äàííûõ ïî

ýòîìó ìåòîäó ((Mander and Clayton 1999)).

Íàêîíåö, �âåíöîì òâîðåíèÿ� â îáëàñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïðîïóùåííûõ äàííûõ íà
äàííûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìíîæåñòâåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ (multiple imputation),
ïðåäëîæåííûé â êîíöå 70-õ Äîíàëüäîì Ðóáèíîì Rubin (1978). Åãî èäåÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû âîññòàíîâèòü äàííûå íå îäèí, à íåñêîëüêî ðàç, îöåíèòü òðåáóåìûå ìîäåëè ñ ïî-
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ìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà ïîëíûõ äàííûõ, à çàòåì ïîäõîäÿùèì îáðàçîì
îáîáùèòü ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ. Îáû÷íî îáîáùåíèå ñâîäèòñÿ ê óñðåäíåíèþ òî÷å÷íûõ
îöåíîê è âû÷èñëåíèþ äèñïåðñèè ïîëó÷åííîé îöåíêè êàê âçâåøåííîé ñóììû îöåíîê äèñ-
ïåðñèé îòäåëüíûõ òî÷å÷íûõ îöåíîê (within variance) è ðàçáðîñà ìåæäó îòäåëüíûìè âû-
÷èñëèòåëüíûìè ýêñïåðèìåíòàìè (between variance). Â êà÷åñòâå ìîäåëè ïðîèñõîæäåíèÿ
äàííûõ èñïîëüçóåòñÿ ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå; ÷èñëî ïîâòîðîâ îáû÷íî
íåâåëèêî � îò òðåõ äî ïÿòè. Îãðàíè÷åíèåì äàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î
òîì, ÷òî äàííûå ñëåäóþò MAR.
Stata Àâòîðó íåèçâåñòíû ïðîãðàììíûå ìîäóëè Stata, êîòîðûå âûïîëíÿëè áû ìíîæåñòâåí-

íîå ïîïîëíåíèå äàííûõ, õîòÿ ïîëüçîâàòåëè ïàêåòà íåîäíîêðàòíî âûñêàçûâàëè ñâîè
ïîæåëàíèÿ î òîì, ÷òî òàêèå ïðîöåäóðû íåîáõîäèìî èìåòü.

Ìåòîäû íà îñíîâå ÌÌÏ

Ïðèíöèïèàëüíî èíûì ïîäõîäîì ê àíàëèçó ïðîïóùåííûõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ îöåíèâàíèå
ìîäåëåé íà îñíîâå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ñêîððåêòèðîâàííîãî íà ïðî-
ïóñêè. Ïóñòü äàííûå, êîòîðûìè ðàñïîëàãàåò èññëåäîâàòåëü, èìåþò âèä Y = (Ymiss, Yobs),
ãäå Yobs � ýòî ðåàëüíî íàáëþäåííûå âåëè÷èíû, à Ymiss � ïðîïóùåííûå, êîòîðûå èññëå-
äîâàòåëü ìîã áû íàáëþäàòü, åñëè áû äàííûå áûëè ïîëíûìè.

Äëÿ ñòàíäàðòíûõ ìîäåëåé ôóíêöèÿ ïðàâäïîäîáèÿ äëÿ âñåõ äàííûõ, â ò.÷. íåíà-
áëþäàåìûõ, ìîæåò áûòü ñðàâíèòåëüíî ëåãêî çàïèñàíà â âèäå L(θ|Y ) = f(Y |θ). Âåëè-
÷èíà, ê êîòîðîé íåîáõîäèìî ñâåñòè çàäà÷ó � L(θ|Yobs). Ñäåëàâ îïðåäåëåííûå ïðåäïî-
ëîæåíèÿ î ìåõàíèçìå, ñîãëàñíî êîòîðîìó äàííûå îêàçûâàþòñÿ ïðîïóùåííûìè Rij =

I(yij íàáëþäàåòñÿ) ñî ñâîåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ g(R|Y, ψ) 15, ìîæíî ïîëó÷èòü îá-
ùóþ ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ â âèäå

L(θ, ψ|Yobs, R) =

∫
f(Yobs, Ymiss|θ)g(R|Yobs, Ymiss, ψ)dYmiss (2.56)

Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ èíòåãðèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ïðîâåñòè â ÿâíîì
âèäå, ëèáî ôàêòîðèçîâàòü çàäà÷ó, ðàçëîæèâ ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ íà ïîñëåäîâàòåëü-
íî èíòåãðèðóþùèåñÿ ñîìíîæèòåëè.

15 Î÷åâèäíî, R íàáëþäàåòñÿ âñåãäà.
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Ýëåãàíòíûì ðåøåíèåì ìíîãèõ çàäà÷ ñ ïðîïóùåííûìè äàííûìè ÿâëÿåòñÿ EM-àëãî-
ðèòì, èòåðàòèâíî ÷åðåäóþùèé ïîäñòàíîâêó îöåíîê âìåñòî ïðîïóùåííûõ äàííûõ (ïî
îïðåäåëåííîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè) è ïîëó÷åíèå íîâûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ïî ïî-
ïîëíåííîé òàêèì îáðàçîì âûáîðêå. Êëàññè÷åñêîé ðàáîòîé íà ýòó òåìó, â êîòîðîé äî-
êàçàíû òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà EM-àëãîðèòìà (ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà, ñõîäèìîñòü ê
êðèòè÷åñêîé òî÷êå ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â çàâèñèìîñòè îò êî-
ëè÷åñòâà äîñòóïíûõ äàííûõ), ÿâëÿåòñÿ Dempster et. al. (1977), îäíàêî Little and Rubin
(1987) ñ÷èòàþò, ÷òî ñàìûå ðàííèå àíàëîãè EM-àëãîðèòìà áûëè ïðåäëîæåíû åùå â 1920-
å ãã. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîâîëüíî áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷ ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî
â òåðìèíàõ EM-àëãîðèòìà çà ñ÷åò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ � íàïðèìåð,
â çàäà÷å êëàñòåðíîãî àíàëèçà òàêîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè,
ò.å. íîìåð êëàñòåðà, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò íàáëþäåíèå.

Íàçâàíèå �EM-àëãîðèòì� ñâÿçàíî ñ äâóìÿ åãî øàãàìè, îòðàáàòûâàåìûìè íà êàæäîé
èòåðàöèè. Øàã �E� (expectation) � ýòî âû÷èñëåíèå óñëîâíîãî îæèäàíèÿ �ïðîïóñêîâ� ïðè
óñëîâèè íàáëþäàþùèõñÿ äàííûõ è òåêóùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ (â
÷àñòíîñòè, ïðè àíàëèçå äàííûõ èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñåìåéñòâà, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ
òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê íîðìàëüíîå, áèíîìèàëüíîå, Ïóàññîíà è Áåðíóëëè, âîçìîæíî,
â ñî÷åòàíèÿõ) ýòîò øàã íàïðÿìóþ íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ
çàâèñèò îò äàííûõ òîëüêî ÷åðåç äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè ((Çàêñ 1978)), è ïîýòîìó íà
øàãå E ìîæíî ïîñ÷èòàòü óñëîâíûå îæèäàíèÿ ýòèõ äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê. Øàã �M�
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàêñèìèçàöèþ ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäà-
ìè àíàëèçà äëÿ ïîëíûõ äàííûõ), â êîòîðóþ ïîäñòàâëåíû îöåíêè ïðîïóùåííûõ äàííûõ
(èëè äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê), ïîëó÷åííûå íà øàãå E. Îáîáùåííûå EM-àëãîðèòìû îãðà-
íè÷èâàþòñÿ òåì, ÷òî ïðîñòî óâåëè÷èâàþò çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ íà êàæäîì
øàãå. Èòåðàöèè ïðåêðàùàþòñÿ, êîãäà ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ íà î÷åðåä-
íîì øàãå ìåíüøå çàäàííîãî óðîâíÿ (ñêàæåì, 10−6).

2.5 Äèàãíîñòèêà ðåãðåññèé

Êàê ìîæíî îáíàðóæèòü, ÷òî ñ ðåãðåññèåé "÷òî-òî íå â ïîðÿäêå"? Âûøå áûëè óïîìÿíó-
òû òåñòû íà íàðóøåíèå ïðåäïîëîæåíèé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè � ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü,
íåëèíåéíîñòü è ò. ï., à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîìàíäû ïàêåòà Stata. Íèæå áóäåò
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ïðèâåäåíà ñâîäêà ýòèõ äèàãíîñòè÷åñêèõ òåñòîâ, à ñåé÷àñ ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî,
êàê íàõîäèòü âûäåëÿþùèåñÿ íàáëþäåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ñóùåñòâåííî èñêàæàòü îöåíêè
êîýôôèöèåíòîâ.
Stata Â ïàêåòå Stata èìååòñÿ äîñòàòî÷íî îáøèðíûé ñïåêòð ñðåäñòâ äèàãíîñòèêè ðåãðåññèé,

íåêîòîðûå èç êîòîðûõ óæå óïîìÿíóòû âûøå, à íåêîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.
Ñïðàâêó ïî ýòèì ñðåäñòâàì ìîæíî íàéòè ïî êëþ÷åâûì ñëîâàì regdiag è diagplots .

2.5.1 Ñâîäêà ìåòîäîâ äèàãíîñòèêè

Ñâåäåì âûøåïåðå÷èñëåííûå ìåòîäû äèàãíîñòèêè ðåãðåññèé â åäèíóþ òàáëèöó.
Stata Ïîñëå îöåíèâàíèÿ ðåãðåññèè Stata ñîõðàíÿåò èíôîðìàöèþ îá îöåíåííîé ìîäåëè äî

ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ (èëè äî öåëåíàïðàâëåííîãî ñáðîñà
ðåçóëüòàòîâ îöåíèâàíèÿ), ïîýòîìó ìîæíî, îòäàâ îäèí ðàç êîìàíäó regress, ïîñëå
ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíî îòäàâàòü äèàãíîñòè÷åñêèå êîìàíäû, ïðîâîäèòü òåñòû íà êî-
ýôôèöèåíòû èëè ïîëó÷àòü ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ, íå ïðîãîíÿÿ ðåãðåññèþ çàíîâî. Âñå
ýòî îáúÿñíåíî â tutorial regress è àâòîðñêîì tutorial aboutreg .
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Òàáëèöà 2.1: Äèàãíîñòèêà ðåãðåññèé

Íàçâàíèå
òåñòà

Ïðèíöèï �Ïëîõèå� ïðèçíàêè Stata

Êîððåëèðîâàííîñòü îøèáîê
Òåñò
Äàðáèíà�
Óîòñîíà

H0 : Eεtεt−1 = 0 Ñòàòèñòèêà DW
áëèæå ê 0 èëè ê 4,
÷åì ê 2

regress →
dwstat

Ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü: äèñïåðñèÿ íå ïîñòîÿííà
Òåñò Êóêà�
Âàéñáåðãà

H0 : lnσi = γT zi Çíà÷èìîñòü äîï. ðå-
ãðåññèè: F, χ2 →∞

regress →
hettest

Âèçóàëüíûé
àíàëèç

Ãðàôèêè ÷àñòíûõ ðåãðåññèé è
îñòàòêîâ-ïðîãíîçîâ

×åòêî âûðàæåííîå
óâåëè÷åíèå ðàçáðî-
ñà

regress →
avplot;
rvfplot

Ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü
Ãëàâíûå
êîìïîíåí-
òû

Âûÿâëåíèå îñåé, âîçëå êîòîðûõ
ãðóïïèðóþòñÿ äàííûå

Âûñîêîå îòíîøåíèå
ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé êîâ. ì-öû
λmax/λmin � 1

factor, pc

VIF Îöåíêà óâåëè÷åíèÿ äèñïåðñèè
îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ èç-çà
ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

Èíäèâèäóàëüíûå
çíà÷åíèÿ VIF> 4

(
√

VIF > 2)

regress →
vif

Íåëèíåéíîñòü
RESET-
òåñò Ðàì-
ñåÿ

Ðåãðåññèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé íà ñòåïåíè îáúÿñíÿþùèõ
ïåðåìåííûõ èëè ïðîãíîçíûõ
çíà÷åíèé

F, χ2 →∞ regress →
ovtest

Âèçóàëüíûé
àíàëèç

Ãðàôèêè ÷àñòíûõ ðåãðåññèé,
îñòàòêîâ-ïðîãíîçîâ

Íàëè÷èå ÷åòêî âû-
ðàæåííûõ êðèâûõ
âìåñòî ñëó÷àéíîãî
ðàçáðîñà òî÷åê

regress →
avplot;
rvfplot;
cprplot
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Íàçâàíèå
òåñòà

Ïðèíöèï �Ïëîõèå� ïðèçíàêè Stata

Ðîáàñòíîñòü, âûáðîñû
Ôîðìà ðàñ-
ïðåäåëåíèé

Èíôîðìàöèÿ î õàðàêòå-
ðèñòèêàõ ðàñïðåäåëåíèÿ
(àñèììåòðèÿ, òÿæåëûå
õâîñòû)

Çíà÷èìî îòëè÷íûå îò 0
çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ àñèììåòðèè è ýêñ-
öåññà îñòàòêîâ, íàëè-
÷èå òÿæåëûõ õâîñòîâ;
íåñîâïàäåíèå ñ ïðÿìîé
íà íîðìàëüíîé áóìàãå

summarize ;
sktest;
graph
ïåðåìåííàÿ,
norm;
kdensity ;
qnorm

D-
ñòàòèñòèêà
Êóêà,
DFFITS,
DFBETA

Èäåíòèôèêàöèÿ âûäåëÿþ-
ùèõñÿ íàáëþäåíèé

Òî÷êè ñ âûñîêèì çíà-
÷åíèåì ñòàòèñòèê âëè-
ÿíèÿ

regress →
predict,
cooksd;
predict,
dfit;
predict,
dfbeta

Âèçóàëüíûé
àíàëèç

Ãðàôèêè ÷àñòíûõ ðåãðåññèé
è îñòàòêîâ-ïðîãíîçîâ

Îòäåëüíî îòñòîÿùèå
òî÷êè

avplot;
rvfplot

Ñòîõàñòè÷íîñòü ðåãðåññîðîâ
Òåñò Õàó-
ñìàíà

Ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîé
(ïðè H0), íî íåñîñòîÿòåëü-
íîé (ïðè Ha) ìîäåëè ñ
ñîñòîÿòåëüíîé (ïðè îáå-
èõ ãèïîòåçàõ), íî ìåíåå
ýôôåêòèâíîé (ïðè H0)

χ2 →∞ hausman

c©Ñ. Î. Êîëåíèêîâ
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2.5.2 Ïðèìåð àíàëèçà ðåãðåññèè

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ïðèìåð �ðàçáîðà ïîëåòîâ� ñ ïðèìåíåíèåì îïèñàííûõ
âûøå ñðåäñòâ äèàãíîñòèêè.

Â íàøåì ïðèìåðå áóäåò èñïîëüçîâàíà ðåãðåññèÿ 1 èç îáó÷àþùåé ïðîãðàììû tutorial

aboutreg. Â ýòîì óðîêå, êîíå÷íî, åñòü ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì ýòà ðåãðåññèÿ, íî äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ïðèâîäèìîé íèæå òàáëèöû ðåçóëüòàòîâ è åå îáñóæäåíèÿ â Stata ìîæíî îòäàòü
êîìàíäû:
. use auto, clear

. regress price mpg foreign weight

Stata âûâîäèò ñëåäóþùóþ òàáëèöó ðåçóëüòàòîâ ðåãðåññèè:

Òàáëèöà 2.2: Ïðèìåð ðàñïå÷àòêè ðåãðåññèè â ïàêåòå Stata

Source | SS df MS Number of obs = 74

---------+------------------------------ F( 3, 70) = 23.29

Model | 317252881 3 105750960 Prob > F = 0.0000

Residual | 317812515 70 4540178.78 R-squared = 0.4996

---------+------------------------------ Adj R-squared = 0.4781

Total | 635065396 73 8699525.97 Root MSE = 2130.8

------------------------------------------------------------------------------

price | Coef. Std. Err. t P>|t| [95% Conf. Interval]

---------+--------------------------------------------------------------------

mpg | 21.8536 74.22114 0.294 0.769 -126.1758 169.883

weight | 3.464706 .630749 5.493 0.000 2.206717 4.722695

foreign | 3673.06 683.9783 5.370 0.000 2308.909 5037.212

_cons | -5853.696 3376.987 -1.733 0.087 -12588.88 881.4931

------------------------------------------------------------------------------

Çäåñü â ëåâîì âåðõíåì óãëó � òàáëèöà äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà (ñ óêàçàíèåì ñóììû
êâàäðàòîâ è äîëè äèñïåðñèè y, îáúÿñíåííûõ ìîäåëüþ, ñóììû êâàäðàòîâ îñòàòêîâ è èõ
äèñïåðñèè, îáùàÿ ñóììà êâàäðàòîâ è äèñïåðñèÿ y), ñïðàâà ââåðõó � ïðî÷àÿ èíôîðìà-
öèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ðåãðåññèåé (êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé, îáùàÿ F -ñòàòèñòèêà äëÿ ãèïîòåçû
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H0: âñå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ, êðîìå êîíñòàíòû; ñòàòèñòèêè R2 è R2
adj è îöåíêà

ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ îñòàòêîâ). Íàêîíåö, â íèæíåé ÷àñòè òàáëèöû ïðèâåäåíû îöåí-
êè êîýôôèöèåíòîâ è èõ ñòàíäàðòíûõ îøèáîê, t-ñòàòèñòèêè äëÿ ãèïîòåç H0 : βk = 0 è
äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû.

Ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêèõ òåñòîâ (òàêèõ, êàê ovtest, hettest è ïðî÷èõ) îñòàâëÿ-
þòñÿ íà íàó÷íîå ëþáîïûòñòâî ÷èòàòåëÿ, à íèæå áóäóò ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
âèçóàëüíîãî àíàëèçà.

Íà÷íåì ñ ãðàôèêà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ïðîåêöèþ îáëàêà òî÷åê íà îñü ïðîãíîçíûõ çíà-
÷åíèé (fitted values). Íà ðèñ. 2.3 ïðåäñòàâëåíû, ïîìèìî ñàìèõ òî÷åê, ëèíåéíûé ïðîãíîç
(áèññåêòðèñà ãðàôèêà) è íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ÿäåðíàÿ îöåíêà ( kernreg, ñì. íèæå ðàç-
äåë 2.6.5). Íà ýòîì ãðàôèêå âèäíî, ÷òî ëèíåéíàÿ àïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè ðåãðåññèè íå
ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíîé, ÷òî è ïîäòâåðæäàåòñÿ òåñòîì Ðàìñåÿ íà íåëèíåéíîñòü (2.44).

Ðèñ. 2.3: Ðåãðåññèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé: ïðÿìàÿ, ïîëó÷åííàÿ ïî ÌÍÊ,
è íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà êðèâîé ðåãðåññèè. Âèäíî çíà÷èòåëüíîå ðàñõîæäåíèå.

Fitted values / argument Xb

 price kernel regression
 linear OLS regression

0 5000 10000

0

5000

10000

15000

Èíîãäà íåëèíåéíîñòü, à òàêæå ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü, îòíîñèòåëüíî îòäåëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ ìîæíî âûÿâèòü ñ ïîìîùüþ ãðàôèêà ÷àñòíîé ðåãðåññèè (ñì. ñòð. 2.52). Â äàííîì
ñëó÷àå (ðèñ. 2.4), âïðî÷åì, íè÷åãî îñîáåííîãî íå íàáëþäàåòñÿ.

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ è èíôîðìàòèâíûõ ãðàôèêîâ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèê, ñâÿçû-

56



Ðèñ. 2.4: Ãðàôèê ÷àñòíîé ðåãðåññèè äëÿ ïåðåìåííîé weight ( avplot weight).
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âàþùèé ðåãðåññèîííûå îñòàòêè è ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ. Â ñëó÷àå ïðèâåäåííîé âûøå
ðåãðåññèè ýòîò ãðàôèê, ê ñ÷àñòüþ äëÿ ïîÿñíèòåëüíûõ öåëåé è ê íåñ÷àñòüþ äëÿ íàó÷-
íûõ, ïîêàçûâàåò åäâà ëè íå âñå äåôåêòû äàííîé ðåãðåññèè èç ÷èñëà ðàññìàòðèâàåìûõ
â ýòîé êíèãå.

Â ïðîñòåéøåì ïðåäñòàâëåíèè (ðèñ. 2.5) ìû âèäèì, ÷òî îñòàòêè ïî÷òè ëèíåéíî ñâÿçà-
íû ñ ïðîãíîçíûìè çíà÷åíèÿìè â ïåðâûõ äâóõ òðåòÿõ ãðàôèêà, ïîñëå ÷åãî èõ äèñïåðñèÿ
çàìåòíî âîçðàñòàåò, îíè ñìåùàþòñÿ ââåðõ, è çà ñ÷åò ýòîãî èõ ñóììà ðàâíà íóëþ. Òà-
êîå ïîâåäåíèå, åñòåñòâåííî, íåóäîâëåòâîðèòåëüíî, ïîñêîëüêó â èäåàëå ìû ðàññ÷èòûâàåì
óâèäåòü �áåëûé øóì�, ò.å. ãðàôèê áåç êàêèõ-ëèáî î÷åâèäíûõ çàâèñèìîñòåé.

Áîëåå òîãî, åñëè ïðèëîæèòü îïðåäåëåííûå óñèëèÿ (ñì. ïîäïèñü ê ðèñ. 2.6 ïî ïîâîäó
èñïîëüçîâàííîãî ñèíòàêñèñà êîìàíäû rvfplot), òî ìîæíî ïîñòðîèòü êðàñèâûé ãðàôèê,
äåìîíñòðèðóþùèé íåëèíåéíîñòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîãíîçíûìè çíà÷åíèÿìè è îñòàò-
êàìè.

Âëèÿíèå îòäåëüíûõ íàáëþäåíèé èññëåäóåòñÿ ïðè ïîìîùè ñòàòèñòèê, ïîëó÷àåìûõ
êîìàíäîé predict ñ òàêèìè îïöèÿìè, êàê rstudent , dfbeta , dffits , cooksd è hat 16.

16 Ïîä÷åðêèâàíèÿ ïîêàçûâàþò ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå ñîêðàùåíèÿ; ñì. ðàçäåë 3.1
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Ðèñ. 2.5: Äèàãðàììà ðàññåÿíèÿ îñòàòêîâ ( rvfplot, yline(0)).

5
H
V
LG
X
D
OV

)LWWHG YDOXHV

� ���� �����

�����

�

����

�����

Ðèñ. 2.6: Äèàãðàììà ðàññåÿíèÿ îñòàòêîâ ( rvfplot, c(s) bands(10) d(50)).
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Íà ðèñ. 2.7 ïðèâåäåí ãðàôèê, ñâÿçûâàþùèé îòíîñèòåëüíîå âëèÿíèå êàæäîãî íàáëþäå-
íèÿ (leverage) è âåëè÷èíó ñòüþäåíòèçèðîâàííîãî îñòàòêà. Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåëè÷èí
ñîñòàâëÿåò ðàññòîÿíèå Êóêà D. Áîëåå ïîäðîáíîå îáúÿñíåíèå ñì. â ðàçäåëå 2.4.3. Íàáëþ-
äåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò îêàçûâàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà êîýôôèöèåíòû, ïðîìàðêè-
ðîâàíû íàçâàíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ àâòîìîáèëåé. ×òîáû ïðåäñòàâèòü ñåáå, íàñêîëüêî
ñóùåñòâåííî ìîãóò ñìåñòèòüñÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ïðè âîçäåéñòâèè âûáðîñîâ, íàé-
äèòå â âûáîðêå íàáëþäåíèå ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì D è ïðîâåäèòå îöåíêó ïàðà-
ìåòðîâ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè áåç ýòîãî íàáëþäåíèÿ (ïîäñêàçêà: predict . . . , cooksd

è regress . . . , if . . . < . . . , ãäå âìåñòî . . . âû ïîäñòàâèòå ÷òî-íèáóäü áîëåå îñìûñ-
ëåííîå).

Ðèñ. 2.7: Ñòàòèñòèêè, õàðàêòåðèçóþùèå âëèÿíèå îòäåëüíûõ íàáëþäåíèé.
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Äîïîëíèòåëüíûì ïîäòâåðæäåíèåì òîìó, ÷òî ðåãðåññèîííûå îñòàòêè â äàííîé ìîäå-
ëè íå îáëàäàþò õîðîøèìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ìîæåò ñëóæèòü ãðàôèê äëÿ
äèàãíîñòèêè îòêëîíåíèé ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòêîâ îò íîðìàëüíîãî. Íà ðèñ. 2.8 îòëî-
æåíû êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòêîâ è íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ àíàëîãè÷íûì
ñðåäíèì è äèñïåðñèåé. Òî÷êè íå ëåæàò íà õîðîøåé è àêêóðàòíîé ïðÿìîé, à òðè òî÷êè
â ïðàâîé ÷àñòè ãðàôèêà îçíà÷àþò òÿæåëûå õâîñòû îñòàòêîâ: íàáëþäàåìûå êâàíòèëè
áîëüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîöåíòíûå òî÷êè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Ðèñ. 2.8: Ãðàôèê êâàíòèëåé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ îñòàòêîâ ðåãðåññèè (1)
(qnorm . . . ).
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Íà ýòîì, áåçóñëîâíî, ãðàôè÷åñêèå ñðåäñòâà àíàëèçà äàííûõ â ïàêåòå Stata íå èñ-
÷åðïûâàþòñÿ. Àâòîð ïðèçûâàåò ÷èòàòåëÿ óãëóáèòü ñâîè çíàíèÿ è çàêðåïèòü ïðàêòè÷å-
ñêèå íàâûêè, èçó÷èâ îáó÷àþùèå ïðîãðàììû tutorial regress, tutorial aboutreg è
tutorial graphics.

2.6 Àëüòåðíàòèâíûå ñïåöèôèêàöèè

ñòàòèñòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé

Â ñîâðåìåííîé ýêîíîìåòðè÷åñêîé ïðàêòèêå ïðèìåíÿåòñÿ î÷åíü ìíîãî ðàçëè÷íûõ âàðè-
àíòîâ îïèñàíèÿ çàâèñèìîñòåé îäíèõ âåëè÷èí îò äðóãèõ, îáúåäèíÿåìûõ â îáùåå ïîíÿòèå
�ðåãðåññèè�; ÌÍÊ-îöåíêè êàê òàêîâûå ïðèìåíÿþòñÿ äàëåêî íå âñåãäà.

Âûøå óïîìèíàëèñü òàêèå ìîäåëè, êàê âðåìåííûå ðÿäû, ðîáàñòíûå ðåãðåññèè, ðèäæ-
îöåíêè è äð. Ðàññêàæåì åùå î íåñêîëüêèõ âèäàõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé, âñòðå÷àþùèõ-
ñÿ â ëèòåðàòóðå.
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2.6.1 Äàííûå îñîáîé ñòðóêòóðû è îáîáùåííûé ÌÍÊ

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, ó÷åò ñòðóêòóðû ìàòðèöû êîâàðèàöèè îøèáîê ìîæåò äàòü
âûèãðûø â ýôôåêòèâíîñòè îöåíîê. Èíîãäà ýòîò âûèãðûø ìîæåò äàæå áûòü �â ðàçû�.
Íåâåðíîå æå ïðåäñòàâëåíèå î ñòîõàñòè÷åñêîé ñòðóêòóðå ìîäåëè ìîæåò ïðèâîäèòü ê
ñìåùåíèþ îöåíîê äèñïåðñèè, ÷òî èñêàæàåò âûâîäû íà îñíîâå t-, F - è χ2-ñòàòèñòèê.

Îäíèì èç ÷àñòíûõ ïðèìåðîâ ìîäåëåé ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé îøèáîê ÿâëÿþòñÿ ïà-
íåëüíûå ìîäåëè, íàñ÷èòûâàþùèå òðè èçìåðåíèÿ äàííûõ: ïåðåìåííûå � îáúåêòû (èññëå-
äóåìûå åäèíèöû) � âðåìÿ. Äëÿ íèõ ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû àíàëèçà ((Mad-
dala 1993), (Baltagi 1995)). Êàê ïðàâèëî, èíäèâèäóàëüíûå ýôôåêòû âûäåëÿþòñÿ â âèäå
àääèòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé:

yit = xTitβ + ui + εit (2.57)

Ýòè äàííûå ïîðîæäàþòñÿ äëèòåëüíûìè îáñëåäîâàíèÿìè, â êîòîðûõ îäíè è òå æå èí-
äèâèäóóìû (äîìîõîçÿéñòâà, ôèðìû è ò. ï.) îïðàøèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åðåç îïðå-
äåëåííûå èíòåðâàëû âðåìåíè (êàê ïðàâèëî, ðàç â ãîä èëè â êâàðòàë).
Stata Êîìàíäû ïàêåòà Stata äëÿ àíàëèçà ïàíåëüíûõ äàííûõ èìåþò ïðåôèêñ xt, îáîçíà÷à-

þùèé íàëè÷èå êàê ñòðóêòóðíîé ñòîõàñòèêè x, òàê è âðåìåíí�îé êîìïîíåíòû t. Ïà-
íåëüíûå ðåãðåññèè âûçûâàþòñÿ êîìàíäîé xtreg: ñ ôèêñèðîâàííûì ýôôåêòîì (àíãë.
fixed effect) � ñ îïöèåé xtreg . . . , fe, ñî ñëó÷àéíûì ýôôåêòîì (àíãë. random ef-
fect) � ñ îïöèåé xtreg . . . , re. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ êîìàíä äàííûå äîëæíû
áûòü ïðèâåäåíû â �äëèííóþ� ôîðìó � ñì. reshape, ñ. 81.

Çàâèñèìîñòü ìåæäó íàáëþäåíèÿìè âîçíèêàåò òàêæå â ñòðàòèôèöèðîâàííûõ âûáîð-
êàõ, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ áîëüøèíñòâî êðóïíîìàñøòàáíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâà-
íèé (â ò.÷. öèòèðóåìîå äàëåå îáñëåäîâàíèå RLMS, ãë. 4). Âûáîðêà äëÿ òàêèõ èññëåäî-
âàíèé ðàçðàáàòûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáèðàþòñÿ îäíîðîäíûå (ïî ñîöèàëüíûì,
ýêîíîìè÷åñêèì, äåìîãðàôè÷åñêèì ïîêàçàòåëÿì, åñëè ðå÷ü èäåò î íàñåëåíèè; ïî îáúåìó
âûïóñêà è çàíÿòîñòè, ïî îòðàñëåâîé ïðèíàäëåæíîñòè, åñëè ðå÷ü èäåò î ïðåäïðèÿòè-
ÿõ) ãðóïïû îáúåêòîâ � ñòðàòû (òàê, â RLMS ñòðàòîé ÿâëÿåòñÿ àäìèíèñòðàòèâíûé
ðàéîí; îáëàñòü áûëà ñî÷òåíà ðàçðàáîò÷èêàìè ñëèøêîì êðóïíûì îáúåêòîì). Èç íàáî-
ðà ýòèõ ñòðàò, ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþùèõ èíòåðåñóþùóþ èññëåäîâàòåëÿ ñîâîêóïíîñòü,
âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ âåðîÿòíîñòÿìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè ðàçìåðó ñòðàò,
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íåêîòîðîå ìàëîå ÷èñëî ïåðâè÷íûõ åäèíèö âûáîðêè (primary sampling units � PSU).
Çàòåì â ïðåäåëàõ ýòèõ PSU ïðîöåäóðà ñëó÷àéíîãî âûáîðà ïîâòîðÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì áîëåå ìåëêèõ ãðóïïèðîâîê (â RLMS � ó÷àñòêè ïåðåïèñè íàñåëåíèÿ, èçáèðàòåëüíûå
ó÷àñòêè, ïî÷òîâûå îòäåëåíèÿ), è òàê äàëåå, ïîêà åäèíèöåé ñëó÷àéíîãî âûáîðà íå áó-
äóò ñàìè îáúåêòû � äîìîõîçÿéñòâà, ïðåäïðèÿòèÿ è ò.ï. Ïðîöåäóðà ñëó÷àéíîãî îòáîðà
ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàíà, ñ òåì, ÷òîáû â âûáîðêó íå ïîïàëè �ñëèøêîì áëèçêèå�
îáúåêòû (íàïðèìåð, ñîñåäè ïî ëåñòíè÷íîé ïëîùàäêå).

Ââèäó ïîäîáíîé ñòðóêòóðû âûáîðêè, îòäåëüíûå íàáëþäåíèÿ, â îòëè÷èå îò èñòèí-
íî ñëó÷àéíîé âûáîðêè, íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â âûáîðêå
ïðèñóòñòâóåò îáúåêò èç íåêîòîðîãî PSU äàííîé ñòðàòû, òî óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü (ïðè
óêàçàííîì âûøå óñëîâèè âêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòà â âûáîðêó) òîãî, ÷òî äðóãèå ýëåìåíòû
ýòîãî æå PSU ïîïàäóò â âûáîðêó, áîëüøå, ÷åì óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â âû-
áîðêó ïîïàäóò ýëåìåíòû èç äðóãèõ PSU ýòîé ñòðàòû. Èíäèâèäû, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîé
ñòðóêòóðíîé åäèíèöå âûáîðêè, ìîãóò íàõîäèòüñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñïåöèôè÷åñêèõ äëÿ
äàííîé åäèíèöû îøèáîê, ÷òî òðåáóåò âêëþ÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèå
ðåãðåññèè â ñòèëå äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà:

yit = xTitβ + νPSU + ui + εit (2.58)

Ïîäîáíàÿ çàâèñèìîñòü íàáëþäåíèé áóäåò ñêàçûâàòüñÿ íà âñåõ îöåíêàõ è ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ âûâîäàõ, êîòîðûå äåëàþòñÿ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà ïîäîáíîé ñòðàòèôèöè-
ðîâàííîé âûáîðêè. Â ÷àñòíîñòè, íàèâíûå îöåíêè âòîðûõ ìîìåíòîâ (äèñïåðñèé) áóäóò
ñèëüíî çàíèæåíû, ïîñêîëüêó îñíîâíîé âêëàä â äèñïåðñèþ áóäåò ñâÿçàí ñ ñàìûì ïåðâûì
óðîâíåì ñòðàòèôèöêàöèè.
Stata Ïàêåò Stata îáëàäàåò âåñüìà îáøèðíûì íàáîðîì ñðåäñòâ, ïîçâîëÿþùèõ ó÷èòûâàòü

ñòðàòèôèêàöèîííûé õàðàêòåð âûáîðîê � ýòî îêîëî äâóõ äåñÿòêîâ êîììàíä ñ ïðå-
ôèêñîì svy. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ êîìàíä íåîáõîäèìî óêàçàòü, êàêèå ïåðåìåííûå
íåñóò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå âûáîðêå (svyset è svydes). Èíîãäà âìåñòî svy-
êîìàíä ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïöèåé , cluster() , êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñ
áîëüøèíñòâîì êîìàíä Stata, îöåíèâàþùèõ ïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè, â ò.÷. ñ êîìàí-
äîé regress. Äëÿ óòî÷íåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ è âòîðûõ ìîìåíòîâ ðåãðåññèîííûõ
ìîäåëåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåñà (ñì. help weights ), ñâÿçàííûå ñ âåðîÿòíîñòüþ
âêëþ÷åíèÿ â âûáîðêó îòäåëüíûõ íàáëþäåíèé (ò.å. âåñà, ó÷èòûâàþùèå ñòðàòèôèêà-
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öèîííîå ïðîèñõîæäåíèå âûáîðêè) � pweight (ñîêð. îò probability weights) � åñëè
òàêèå âåñà âõîäÿò â áàçû äàííûõ îáñëåäîâàíèé.

2.6.2 Ñèñòåìû îäíîâðåìåííûõ óðàâíåíèé

Ïîäîáíûå ìîäåëè îïèñûâàþò ÿâëåíèÿ, â êîòîðûõ íåñêîëüêî ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîâðåìåííî, êàê íåêîòîðîå ðàâíîâåñèå ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì
ÑÎÓ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèå ðûíî÷íûõ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðîáëåìà îäíîâðåìåííîñòè òåñíî ñâÿçàíà ñ óæå óïîìèíàâøåéñÿ ïðîáëåìîé ñòîõà-
ñòè÷íîñòè ðåãðåññîðîâ. Äåëî â òîì, ÷òî ýíäîãåííûå ïåðåìåííûå (ò. å. ïåðåìåííûå, îïðå-
äåëÿåìûå â ðàâíîâåñèè; ñîïóòñòâóþùåå ïîíÿòèå � ýêçîãåííûå, èëè çàäàííûå èçâíå, ïå-
ðåìåííûå) êîððåëèðîâàíû ñ îøèáêàìè, è ïîýòîìó îöåíèâàíèå ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ ïðèâîäèò ê ñìåùåííûì è íåñîñòîÿòåëüíûì îöåíêàì. Â çàâèñèìîñòè îò ñòðóê-
òóðû óðàâíåíèé, êîýôôèöèåíòû ïðè ýíäîãåííûõ ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü, à ìîãóò è íå
áûòü èäåíòèôèöèðóåìû.

Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû ýíäîãåííîñòè èñïîëüçóþòñÿ äâóõ- è òðåõøàãîâûé ìåòîä
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (3SLS).
Stata È ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìàíäà íàçûâàåòñÿ reg3.

2.6.3 Ìîäåëè ñ äèñêðåòíûìè è äðóãèìè

îãðàíè÷åííûìè çàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè

×àñòî âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â àíàëèçå ìîäåëåé, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå çàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé ôèãóðèðóåò êà÷åñòâåííàÿ âåëè÷èíà, íàïðèìåð, íàëè÷èå-îòñóòñòâèå èëè îòêàç-
ó÷àñòèå. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì òàêèå âåëè÷èíû êîäèðóþòñÿ êàê 0/1 è íàçûâàþòñÿ íà
ñòàòèñòè÷åñêîì æàðãîíå �óñïåõ-íåóñïåõ�. Îíè èìåþò (óñëîâíîå) áèíîìèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïðèìåíÿåìûé íàïðÿìóþ, áóäåò êàê ìèíèìóì
ñòðàäàòü îò ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè: îøèáêè äîëæíû áûòü óñòðîåíû òàê, ÷òîáû â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èëîñü çíà÷åíèå 0 èëè 1. Âîçìîæíî, ÷òî äëÿ êàêèõ-òî íàáëþäåíèé è â ñëó÷àå
óñïåõà, è â ñëó÷àå íåóñïåõà îøèáêà äîëæíà áûòü îòðèöàòåëüíîé (èëè ïîëîæèòåëüíîé),
è òîãäà áóäåò íàðóøàòüñÿ è ïðåäïîëîæåíèå îá (óñëîâíîé) öåíòðàëüíîñòè îøèáîê.
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Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïîäîáíûõ òðóäíîñòåé ìîäåëèðóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî âåðîÿòíîñòü
óñïåõà (ò. å. ðåãèñòðàöèè 1 â ïðèíÿòîé êîäèðîâêå èñõîäîâ). Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïî-
ëîæåíèè íàëè÷èÿ èíäåêñíîé ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé èçâåñòíûõ
ïåðåìåííûõ,

P(y = 1|x) = F (xTβ)

P(y = 0|x) = 1− F (xTβ) (2.59)
Ýòà âåëè÷èíà äîëæíà ëåæàòü â ïðîìåæóòêå [0, 1], ÷òî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà âèä
ôóíêöèè F . ×àùå âñåãî â êà÷åñòâå ýòîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ òà èëè èíàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ðàáîò èñïîëüçóåòñÿ îäíà èç äâóõ ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ � ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé âåëè÷èíû èëè ëîãèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ:

F (z) =
1

1 + exp(−z)
(2.60)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëè íîñÿò íàçâàíèå ïðîáèò- è ëîãèò-ìîäåëåé; äëÿ âòîðîé åùå èñ-
ïîëüçóåòñÿ íàçâàíèå ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ. Ñóùåñòâåííûõ îñíîâàíèé ïðåäïî÷èòàòü
îäíó ìîäåëü äðóãîé, âèäèìî, íåò. Îáå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷íû, à ðàçëè-
÷èÿ ìåæäó íèìè íå òàê âåëèêè: supx∈(−∞,+∞)|Flogit(x)− FN(0,1)(x)| < 0.02, íî ó ëîãèñòè-
÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áîëåå òÿæåëûå õâîñòû. Ïðîáèò-ìîäåëü ïðèâëåêàòåëüíà òåì, ÷òî
â íåé èñïîëüçóåòñÿ ñàìîå òèïè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå â ìèðå � íîðìàëüíîå, è ïîýòîìó îíà
óäîáíà äëÿ àíàëèçà ìîäåëåé ñ ìíîãîìåðíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì îøèáîê, åñëè
çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ íåñêîëüêî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ìîäåëü Õåêìà-
íà ðåãðåññèè ñ âíåøíèì âûáîðîì íàáëþäåíèé (Heckman sample selection model) 17. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ëîãèò-ìîäåëü äîïóñêàåò äîñòàòî÷íî øèðîêèé ñïåêòð ñðåäñòâ àíàëèçà
êà÷åñòâà ïðèáëèæåíèÿ (goodness of fit).

Èíîãäà âñòðå÷àåòñÿ òàêæå àñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ëîãàðèôìîâ,
íàçûâàåìàÿ òàêæå ôóíêöèåé Ãîìïåðöà (Gomperz, ñîîòâåòñòâåííî, ãîìïèò/gompit-ìîäåëü):

F (z) = 1− exp[− exp(z)] (2.61)
17 Â ýòîé ìîäåëè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ îáúåêòà â âûáîðêó çàâèñèò îò èçâåñòíûõ ôàêòîðîâ. Â

ñâÿçè ñ íåïðåäñòàâèòåëüíîñòüþ âûáîðêè îòíîñèòåëüíî èññëåäóåìîé ñîâîêóïíîñòè ìíîãèå âûáîðî÷íûå
ñòàòèñòèêè, â ò.÷. îöåíêè ÌÍÊ, îêàçûâàþòñÿ ñìåùåííûìè (Greene 1997); ìîäåëü Õåêìàíà ïðåäëàãàåò
ñïîñîá óñòðàíåíèÿ ýòîãî ñìåùåíèÿ. Èìåííî çà ýòó ðàáîòó ïðîôåññîð ×èêàãñêîãî óíèâåðñèòåòà Äæåéìñ
Õåêìàí áûë óäîñòîåí Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå 2000 ã.
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Stata Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåãðåññèè â ïàêåòå Stata âûçûâàþòñÿ êîìàíäàìè probit, logit è
cloglog.

Îöåíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ â äàííûõ ìîäåëÿõ ïðîèçâîäèòñÿ ïî ìåòîäó ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Åñëè íàáëþäåíèÿ íåçàâèñèìû, òî ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ
îòäåëüíûõ íàáëþäåíèé èìååò âèä:

L(yi, xi, β, F ) =

{
F (xTi β), yi = 1

1− F (xTi β), yi = 0
(2.62)

÷òî ìîæåò áûòü î÷åíü óäà÷íî ïåðåïèñàíî êàê

L(yi, xi, β, F ) = F (xTi β)yi(1− F (xTi β))1−yi (2.63)

Òîãäà îáùàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä:

lnL(y,X, β, F ) =
n∑
i=1

{
yi lnF (xTi β) + (1− yi) ln(1− F (xTi β))

} (2.64)

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ýòîé ôóíêöèè ïî β ðåøàåòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.
Stata Îäíèì èç î÷åíü ñóùåñòâåííûõ äîñòîèíñòâ ïàêåòà Stata ÿâëÿåòñÿ äîñòóï ïðîãðàììè-

ñòîâ ê àëãîðèòìó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ
ïîëüçîâàòåëÿ (Gould, Sribney 1999). Îöåíèâàíèå ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ êîìàíäàìè íàáîðà ml.

Ê îöåíêàì êîýôôèöèåíòîâ ïðîáèò- è ëîãèò-ðåãðåññèé îòíîñÿòñÿ âñå êîììåíòàðèè î
ìåòîäå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (Êåíäàëë, Ñòüþàðò 1973). Â îïðåäåëåííîì êëàññå
îöåíîê îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíû-
ìè, îäíàêî îíè î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíû ê íàðóøåíèÿì ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ. Òåñòû íà
çíà÷åíèÿ êîýôôèöåíòîâ èëè èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (â ò.÷. íà çíà÷èìîñòü ðåãðåññèè â
öåëîì) îñóùåñòâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèêè îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èëè åå àñèì-
ïòîòè÷åñêèõ àíàëîãîâ � òåñòà Âàëüäà (Wald test) è ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (LM test,
Lagrange multiplier test, score test). Âñå ýòè òåñòû èìåþò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå χ2 ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ðàâíîì ÷èñëó íàêëàäûâàåìûõ îãðàíè÷åíèé (Àéâàçÿí,
Ìõèòàðÿí 1998), (Greene 1997).

Îïðåäåëåííîå íåóäîáñòâî ëîãèò- è ïðîáèò-ìîäåëåé (êàê, âïðî÷åì, è âñåõ íåëèíåé-
íûõ ìîäåëåé) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ, â îòëè÷èå îò ëèíåéíîé
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ðåãðåññèè, íå ìîãóò áûòü èíòåïðåòèðîâàíû êàê ïðåäåëüíûå ýôôåêòû (ò.å. èçìåíåíèÿ
çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïðè èçìåíåíåíèè íåçàâèñèìîé, â òîì ÷èñëå áèíàðíîé, íà åäèíè-
öó), ïîñêîëüêó ïðåäåëüíûå ýôôåêòû â íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ çàâèñÿò îò òî÷êè, â êîòîðîé
áåðåòñÿ òàêîå ïðèðàùåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü õîòü êàêîå-òî ïðåäñòàâëåíèå î ïðå-
äåëüíûõ ýôôåêòàõ, ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïðåäåëüíûå ýôôåêòû äëÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî
ïî âñåì íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì, èëè ðàññ÷èòàòü ïðåäåëüíûå ýôôåêòû âî âñåõ òî÷êàõ
è óñðåäíèòü.
Stata Â øåñòîé âåðñèè ôóíêöèþ ðàñ÷åòà ïðåäåëüíûõ ýôôåêòîâ äëÿ ïðîáèò-ìîäåëè âûïîë-

íÿåò êîìàíäà dprobit, êîòîðàÿ îöåíèâàåò ïðîáèò-ìîäåëü òî÷íî òàê æå, êàê probit,
íî âìåñòî êîýôôèöèåíòîâ âûâîäèò ïðåäåëüíûå ýôôåêòû äëÿ âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ
âñåõ ðåãðåññîðîâ. Â ñåäüìîé âåðñèè ïàêåòà Stata ïîÿâèëàñü î÷åíü óäîáíàÿ êîìàí-
äà mfx, êîòîðàÿ ðàññ÷èòûâàåò ýòè ñàìûå ïðåäåëüíûå ýôôåêòû äëÿ ïðîèçâîëüíîé
îöåíåííîé ìîäåëè.

2.6.4 Êâàíòèëüíûå ðåãðåññèè

Èíîãäà ïðåäìåòîì èíòåðåñà èññëåäîâàòåëÿ ìîãóò áûòü íå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ çàâèñèìîé
ïåðåìåííîé ïðè ôèêñèðîâàííûõ îáúÿñíÿþùèõ, à îïðåäåëåííûå êâàíòèëè ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Â èññëåäîâàíèÿõ ôèíàíñîâîãî ðèñêà èíòåðåñ ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü, ê ïðèìåðó, 5%
èëè 10% òî÷êè, è ò.ä. Êðîìå òîãî, çíàíèå íàáîðà (óñëîâíûõ) êâàíòèëåé ïîçâîëèò ïîíÿòü,
ìåíÿåòñÿ ëè ôîðìà ðàñïðåäåëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ.

P[y < m|x] = p (2.65)

Ïðèìåðîì êâàíòèëüíîé ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ óïîìèíàâøàÿñÿ ðàíåå â êîíòåêñòå ïðîáëåì
ðîáàñòíîñòè óñëîâíàÿ ìåäèàíà ïðè p = 0.5.
Stata Êâàíòèëüíûå ðåãðåññèè ðåàëèçîâàíû â ïàêåòå Stata êîìàíäîé qreg. Îïöèÿ qreg . . . ,

quantile() ýòîé êîìàíäû ïîçâîëÿåò ÿâíî óêàçàòü, êâàíòèëü êàêîãî óðîâíÿ p ñëåäóåò
èññëåäîâàòü.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìåäèàííàÿ ðåãðåññèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
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ñóììû àáñîëþòíûõ îòêëîíåíèé (ñð. (2.11)):
N∑
i=1

|yi − xiβ| → min (2.66)

Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì èëè äðóãèìè ìåòîäàìè ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ.

2.6.5 Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ðåãðåññèè

Ìåòîäû íåïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèè ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëèçàöèåé èíòóèòèâíîãî ïîíÿòèÿ
ñãëàæèâàíèÿ �íà ãëàç�. Åñëè ìû áóäåì ïðîâîäèòü íà ãëàç êðèâóþ íà äâóìåðíîì ãðàôè-
êå ðàññåÿíèÿ, ÷òîáû îïèñàòü ïðèìåðíûé âèä çàâèñèìîñòè E[y|x], ìû áóäåì ó÷èòûâàòü,
ãäå ëåæàò íàáëþäåííûå çíà÷åíèÿ y âáëèçè èíòåðåñóþùåé íàñ òî÷êè x, ïîâòîðÿÿ õàðàê-
òåðíûå ïèêè è âïàäèíû êðèâîé ðåãðåññèè (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 2.3).

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà êðèâîé ðåãðåññèè èìååò âèä:

m̂(x) = n−1

n∑
i=1

Wni(x)yi, (2.67)

ãäå Wni � âåñà ñãëàæèâàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò çàâèñåòü îò âñåãî âåêòîðà x. Â òàêîé ïî-
ñòàíîâêå çàäà÷ó ñãëàæèâàíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îöåíêè
ëîêàëüíî âçâåøåííûõ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

n−1

n∑
i=1

Wni(x)(yi − m̂(xi))
2 → min

m(x)
(2.68)

Stata Îäèí èç ìåòîäîâ, ÿâíî èñïîëüçóþùèé ìíîãîêðàòíî ïðîãîíÿåìûå ðåãðåññèè äëÿ ëî-
êàëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ � lowess (locally weighted smoothing) Fox (1997). Åãî ðåàëè-
çàöèÿ â ïàêåòå Stata îñóùåñòâëåíà êîìàíäîé ksm ñ îïöèåé ksm . . . , lowess.

Â ýêîíîìåòðè÷åñêîé ëèòåðàòóðå âàðèàíòû íåïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèè èçâåñòíû
ïîä íàçâàíèÿìè ëîêàëüíîé ðåãðåññèè (local regression) è �êàòÿùåéñÿ� ðåãðåññèè (rolling
regression). Â íèõ èñïîëüçóåòñÿ òà æå ñàìàÿ èäåÿ ëîêàëüíîãî âçâåøèâàíèÿ.

Ôîðìàëèçàöèÿ áëèçîñòè çàêëþ÷àåòñÿ âî ââåäåíèè �ÿäðà ñãëàæèâàíèÿ� ñ îïðåäåëåí-
íîé �øèðèíîé îêíà�. Òî÷êè, íå ïîïàäàþùèå â ÿäðî, áóäóò èìåòü íóëåâîé âåñ; òàêèì îá-
ðàçîì, âíèìàíèå ïðîöåäóðû ñãëàæèâàíèÿ áóäåò ñîñðåäîòî÷åíî âáëèçè òðåáóåìîé òî÷êè.
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Ïîíÿòèå ÿäðà è åãî ïðèìåíåíèå â íåïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèè ôîðìàëèçóåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì Õàðäëå (1993):

Wni(x) = Khn(x− xi)/f̂hn(x) (2.69)
f̂hn(x) = n−1

n∑
i=1

Khn(x− xi) (2.70)

Khn(u) = h−1
n K(u/hn) (2.71)∫
K(u)du = 1 (2.72)

Çäåñü (2.70) � íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ (ÿäåðíàÿ) îöåíêà ïëîòíîñòè â äàííîé òî÷êå (íàçûâàå-
ìàÿ òàêæå îöåíêîé Ðîçåíáëàòà-Ïàðçåíà), (2.71) � ÿäðî ìàñøòàáà hn (øèðèíà êîòîðîãî
ìîæåò çàâèñèòü îò ÷èñëà íàáëþäåíèé). Íîðìàëèçàöèÿ (2.70) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñóììà
âåñîâ ðàâíà åäèíèöå. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ÿäåðíàÿ îöåíêà ôóíêöèè ðåãðåññèè
íîñèò íàçâàíèå îöåíêè Íàäàðàÿ-Âàòñîíà .

Åñòü ðÿä íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ÿäåðíûõ ôóíêöèé:
ÿäðî Åïàíå÷íèêîâà: K(u) = 0.75(1− u2)I(|u| ≤ 1) (2.73)
êâàðòè÷åñêîå ÿäðî: K(u) =

15

16
(1− u2)2I(|u| ≤ 1) (2.74)

ðàâíîìåðíîå ÿäðî: K(u) =
1

2
I(|u| ≤ 1) (2.75)

òðåóãîëüíîå ÿäðî: K(u) = (1− |u|)I(|u| ≤ 1) (2.76)
íîðìàëüíîå (ãàóññîâî) êâàçèÿäðî: K(u) =

1√
2π

exp[−u2/2] (2.77)
Çäåñü I(óñëîâèå) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1, åñëè óñëîâèå
âûïîëíÿåòñÿ, è 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðè÷åñêèì ìîäåëÿì âñåãäà ìîãóò âîçíèêíóòü âîïðîñû:
�Ïî÷åìó èìåííî òàêàÿ ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè? Ïî÷åìó èìåííî òàêàÿ ôîðìà îøèáîê?�,
òî åñòåñòâåííûå âîïðîñû ê íåïàðàìåòðè÷åñêèì ìîäåëÿì � �Ïî÷åìó èìåííî òàêàÿ ôîð-
ìà ÿäðà? Ïî÷åìó èìåííî òàêàÿ øèðèíà îêíà?�. Åñòü ðåçóëüòàòû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî
ÿäåðíàÿ îöåíêà áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè ñîñòîÿòåëüíà íåçàâèñèìî îò âûáîðà ÿäðà, îäíàêî
ÿäðî Åïàíå÷íèêîâà îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè îïòèìàëüíûìè ñâîéñòâàìè â ñìûñëå ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè. ×òî æå êàñàåòñÿ âûáîðà øèðèíû îêíà hn, òî âûáîð ñëèøêîì
ìàëîãî çíà÷åíèÿ áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî îöåíêà êðèâîé ðåãðåññèè ïðîéäåò ÷åðåç âñå òî÷-
êè âûáîðêè, òîãäà êàê ñëèøêîì áîëüøîå çíà÷åíèå ñãëàäèò èñòèííóþ êðèâóþ ñëèøêîì
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ñèëüíî18. Ñî ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñîáëþñòè
êîìïðîìèññ ìåæäó äèñïåðñèåé òî÷å÷íîé îöåíêè è åå ñìåùåíèåì. Àñèìïòîòè÷åñêè ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè ïðîãíîçà ñîñòàâëÿåò â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå n−4/9 (ò. å. ìåäëåííåå, ÷åì â ïàðàìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ), à øèðèíà
îêíà ïðè ýòîì ïðîïîðöèîíàëüíà n−1/9.
Stata Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ âûïîëíÿåòñÿ êîìàíäîé kernreg, âõîäÿùåé â ñîñòàâ

äîïîëíåíèÿ STB-30. Äàííàÿ êîìàíäà ïîçâîëÿåò óêàçàòü òèï ÿäðà (Åïàíå÷íèêîâà
ïî óìîë÷àíèþ, ðàâíîìåðíîå, íîðìàëüíîå, êâàðòè÷åñêîå, òðèêâàðòè÷åñêîå, òðåóãîëü-
íîå, êîñèíóñîèäàëüíîå), øèðèíó îêíà, à òàêæå òî÷êè, â êîòîðûõ áóäåò ïðîèçâåäåíà
îöåíêà. Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ âñòðîåííîé êîìàíäîé
kdensity , êîòîðàÿ èçíà÷àëüíî ñóùåñòâîâàëà êàê êîìàíäà STB, à ïîòîì ñòàëà ÷àñòüþ
îôèöèàëüíîãî äèñòðèáóòèâà Stata.

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì íåïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ åå îä-
íîìåðíîñòü. Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíîãî âåêòîðà îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ,
áåçóñëîâíî, âîçìîæíî � äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ìíîãîìåðíûå ïëîòíîñòè, èëè ïðîèç-
âåäåíèÿ îäíîìåðíûõ ÿäåð � îäíàêî ÷èñëî ñîñåäåé óáûâàåò ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè î÷åíü
áûñòðî (ýôôåêò, èçâåñòíûé ïîä íàçâàíèåì �ïðîêëÿòèå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè�, dimen-
sionality curse), è îêíî ïðèõîäèòñÿ ðàñïðîñòðàíÿòü ÷óòü ëè íå íà âñþ âûáîðêó. Êðîìå
òîãî, â ìíîãîìåðíûõ çàäà÷àõ ìåíÿåòñÿ è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, ïðè÷åì, êîíå÷íî æå, â
ñòîðîíó óõóäøåíèÿ.
Stata Âî âñÿêîì ñëó÷àå, óïîìÿíóòàÿ âûøå ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà íåïàðàìåòðè÷åñêîé ðå-

ãðåññèè ðàññ÷èòàíà íà åäèíñòâåííûé ðåãðåññîð.

ß áû ïîðåêîìåíäîâàë äîïîëíÿòü ïàðàìåòðè÷åñêèå îöåíêè ðåãðåññèè íåïàðàìåòðè-
÷åñêèìè â öåëÿõ ïðîâåðêè òî÷íîñòè ïîäãîíêè. Ñâåäåííûå íà îäíîì ãðàôèêå äèàãðàì-
ìà ðàññåÿíèÿ, ïðåäñêàçàííûå çíà÷åíèÿ è íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà ïîçâîëÿò âûÿâèòü
îñíîâíûå äåôåêòû ðåãðåññèè: íåó÷òåííóþ íåëèíåéíîñòü, ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü è ò. ï.,
êàê ýòî ñäåëàíî íà ðèñ. 2.3.

18 Ïðè h→∞, f(x)→ ȳ.
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